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Work consists of introduction, two chapters, conclusion and four applica-
tions. In this work is examined the condition, with which the wave space metrics of 
Riemann- Cartan is the solution of Einstein's equation in the void. Geometric struc-
tures were for this purpose studied on the differentiated variety: connectedness, 
curvature and twisting connectedness. For this was used this analytical apparatus 
of differential geometry as the calculation of exterior forms. 
 In the first chapter the following concepts are examined:   
- variety;   
- vectors and 1- form’s on the varieties; 
- metric tensor, connectedness and the covariant derivative;   
- form with the values in the vector spaces;   
- the structural equations of Cartan.   
The second chapter is dedicated to the presence of condition, during which 
wave certificate is the solution of Einstein's equation in the void. Using the first 
and second structural equations of Cartan for the variety without twisting of that 
allotted by wave certificate, they were calculated: the 1- form’s of connectedness 
and the coefficients of connectedness, and also Riemann's tensor, Ricci's tensor 
and scalar of curvature. 
 In appendix 1 the derivation of formula for the coefficients of connected-
ness in the space with the twisting is given.   
In appendix 2 the calculation of the components of the 1- forms of connec-
tedness is carried out.  
In appendix 3 the calculations of the components of the 2- forms of curva-
ture are presented.  
In appendix 4 the components of Ricci's tensor are calculated.  
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Введение 
Геометрия как наука, возникла более чем две тысячи лет назад и обяза-
на своим существованием таким первичным феноменам мира, как простран-
ство и время. Сегодня геометрия – это прежде всего дифференциальная гео-
метрия, которая представляет собой  один из самых важных разделов совре-
менной математики. 
 Первоначально созданная на основании координатного метода 
Р.Декарта и П.Ферма с учетом идей Н.И. Лобачевского, дифференциальная 
геометрия начала бурно развиваться благодаря вкладу Б.Римана, который 
сделал принципиально новый шаг – стал изучать произвольные, так называе-
мые римановы пространства, сразу же нашедшие важные приложения в ме-
ханике и в теории относительности Эйнштейна, которая  в то время была от-
нюдь не бесспорна. Возникли новые разделы геометрии – векторное и тен-
зорное исчисление, риманова геометрия, закладываются основы топологии, 
как части геометрии, посвященной свойству непрерывности. Большую роль в 
создании топологии и ее применении сыграли Л. Эйлер, К. Жордан, М. Фре-
не, Ф. Хаусдорф, А. Лебег, Л. Бауер, А. Пуанкаре. Соединение идей нели-
нейных координат, векторного и тензорного исчисления, теории поверхно-
стей, а также плодотворность геометрических представлений в различных 
задачах естествознания привели к важнейшему в геометрии понятию – мно-
гообразию. 
 Предметом дифференциальной геометрии является изучение геометри-
ческих задач, допускающих использование анализа. Поэтому объектами изу-
чения являются пространства, в которых имеют смысл такие понятия как 
дифференцирование и интегрирование. Такой класс пространств образуют 
дифференцируемые многообразия. Важнейшим аналитическим методом изу-
чения этих пространств является исследование их бесконечно малых участ-
ков. Основное преимущество перехода к бесконечно малым объектам заклю-
чается в том, что при этом все они становятся линейными. Каждая кривая в 
бесконечно малом есть прямая линия, в том смысле, что ее можно заменить 
касательной. Одним из самых полезных и плодотворных аналитических ме-
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тодов в дифференциальной геометрии является исчисление дифференциаль-
ных функций, созданный в начале XX  века Э. Картаном. 
 Дополнительными структурами на многообразии являются связность и 
метрика, которые позволяют определить правило параллельного переноса и 
понятие расстояния, имеющие огромное прикладное значение в физике, в ча-
стности, в физике элементарных частиц. 
 Современная общая теория относительности, в частности – теория гра-
витации Эйнштейна, основана на геометризации физических законов. В ка-
честве объекта, на котором  строится геометрическая интерпретация теории, 
рассматривается многообразие пространства-времени – четырехмерное псев-
дориманово многообразие с лоренцевой метрикой. 
 В общей теории относительности гравитационное поле отождествляет-
ся с геометрической структурой пространственно-временного континуума на 
основе представления римановой геометрии. Известно, что все материальные 
тела прочерчивают в пространстве-времени одинаковые траектории, если на 
них действуют лишь гравитационные силы. На основании этого факта была 
выдвинута идея о том, гравитационное поле является неотъемлемым свойст-
вом пространства. Современные физики-релятивисты трактуют гравитаци-
онное поле, как геометрическую структуру пространства-времени – кривиз-
ну. Одной из основных задач современной теории гравитации является про-
блема гравитационных волн. Гравитационная волна – это возмущение грави-
тационного поля, то есть кривизны пространства-времени, распространяю-
щееся с конечной скоростью и несущее с собой энергию. 
 В связи с выше сказанным, первая глава данной работы посвящена рас-
смотрению основных объектов и операций внешнего дифференциального ис-
числения Картана, обобщенного на случай произвольного дифференцируе-
мого многообразия. Для этого необходимо изложить основы теории диффе-
ренцируемых многообразий. Кривые и функции на многообразии вводятся на 
языке координатных отображений, векторы трактуются как операторы диф-
ференцирования вдоль кривых. Также определяются 1-формы, тензоры и     
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р-формы, внешнее произведение форм, вводятся основные геометрические 
структуры на многообразии: метрика, связность, кривизна и кручение связ-
ности. Здесь же излагается на языке внешних форм основные геометрические 
уравнения на многообразии (в котором заключены все геометрические свой-
ства последнего) - структурные уравнения Картана для кривизны. 
 Вторая глава работы посвящена изучению проблемы гравитационных 
волн. Известно, что гравитационные волны вдали от излучающих источников 
ведут себя как плоские электромагнитные волны, поэтому будем рассматри-
вать плоские волны с заданной метрикой. 
 Работая над созданием общей теории относительности, Эйнштейну 
удалось установить связь между гравитацией и римановым пространством-
временем. А значит, появилась возможность отождествить геометрические 
структуры с элементами гравитационного поля, что и сделал Эйнштейн, по-
лучив следующее уравнение: 
Gµ஝ ൌ ܴµ஝  െ  
ଵ
ଶ
gµ஝ܴ ൌ  χ Tµ஝  , 
получившее название уравнения Эйнштейна. 
  В данной работе будем рассматривать так называемое пустое про-
странство (это пространство, где кроме гравитационного нет других тел и 
полей). В таком пространстве уравнение Эйнштейна заметно упрощается и 
приобретает вид  
ܴµ஝ ൌ 0  . 
 Наша задача будет состоять в нахождении условия, при котором вол-
новая метрика риманова пространства является решением уравнения Эйн-
штейна в пустоте. Для этой цели будут вычислены 1-формы связности, 2-
формы кривизны и тензор Риччи, приравнивая который  к нулю будет найде-
но искомое условие. 
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Глава I 
Структурные уравнения Картана 
§1.1 Понятие многообразия 
Обозначим через ܴ௡ совокупность всех наборов из ݊ вещественных чи-
сел ሺݔଵ, ݔଶ, … , ݔ௡ሻ.  
Говорят, что некоторое множество ܯ наделено топологической структу-
рой, если каждому его элементу, называемому точкой, соответствует семей-
ство множеств, называемых окрестностями этого элемента, и удовлетворяю-
щих следующей системе аксиом: 
1. ݔ א ܯ содержится в каждой своей окрестности, ݔ א ܷሺݔሻ    ܷሺݔሻ ؿ ܯ. 
2. Для всякой точки ݕ א ܷሺݔሻ существует ܷሺݕሻ ؿ ܷሺݔሻ. 
3. Если заданы окрестности ଵܷሺݔሻ и ܷଶሺݔሻ то существует             
ܷଷሺݔሻ ൌ ଵܷሺݔሻ ת ܷଶሺݔሻ. 
4. (аксиома отдельности или аксиома Хаусдорфа) 
Если точка ݔ не совпадает с точкой ݕ, то существуют окрестности ܷሺݔሻ 
и ܷሺݕሻ: ܷሺݔሻ ת ܷሺݕሻ ൌ ׎. 
Множество ܯ, наделенное топологической структурой, называется то-
пологическим пространством. 
Многообразие – это топологическое пространство, каждая точка кото-
рого обладает окрестностью ܷ, гомеоморфной области в ܴ௡. 
Поставим в соответствие каждой точке ܲ א ܯ набор чисел      
ሺݔଵ, ݔଶ, … , ݔ௡ሻ א ܴ௡, то есть вводим координаты для точки. 
݂: ܲ ՜ ሼݔఈሽ,    ߙ ൌ 1,2, … , ݊ 
݂ሺܲሻ ൌ ሺݔଵ, ݔଶ, … , ݔ௡ሻ 
Отображение ݂ называется координатным, ݂ - непрерывно и взаимно-
однозначно. 
Рассмотрим две пересекающиеся окрестности точки ܲ א ܯ (см. Рис.1) 
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Рис1.  
Окрестности ܷ и ܸ из ܯ пересекаются. Соответствующие координат-
ные отображения ݂ и g в ܴ௡ дают в зоне пересечения два различных отобра-
жения (а, следовательно, две системы координат). Соответствие между этими 
координатами характеризует класс гладкости многообразия. 
݂: ܲ ՜ ݂ሺܲሻ ൌ ሼݔఈሽ,    ߙ ൌ 1,2, … , ݊ 
݃: ܲ ՜ ݃ሺܲሻ ൌ ൛ݕఉൟ,    ߚ ൌ 1,2, … , ݊ 
݂ -  координатное отображение, следовательно, существует ݂ିଵ. 
Рассмотрим ݃ ל ݂ିଵ: ܴ௡ ՜ ܴ௡, значит, имеем 
ە
۔
ۓ
ݕଵ ൌ ݕଵሺݔଵ, ݔଶ, … , ݔ௡ሻ
ݕଶ ൌ ݕଶሺݔଵ, ݔଶ, … , ݔ௡ሻ
… … … … … … … … … …
ݕ௡ ൌ ݕ௡ሺݔଵ, ݔଶ, … , ݔ௡ሻ
 ,                                           (1.1.1а) 
то есть  
ݕఉ ൌ ݕఉሺݔఈሻ.                                             (1.1.1в) 
  Преобразования (1.1.1) называются функциями перехода. Если эти 
функции ݇ раз дифференцируемы, то они называются функциями класса ܥ௞. 
Если ݇ ൌ 1,то есть существуют первые производные, то функции перехода 
(1.1.1) непрерывны. 
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Определение. Пара ሺܷ, ݂ሻ называется картой, где ܷ – окрестность, ݂-             
координатное отображение. 
Если функции перехода между картами многообразия ܯ являются функция-
ми класса ܥ௞, то такие карты называются ܥ௞-согласованными. 
Определение. Объединение всех карт многообразия ܯ называется атласом. 
Топологическое пространство с его ܥ௞-согласованными атласами называется 
многообразием (дифференцируемым многообразием при ݇ ൐ 1). 
 
Кривые на многообразиях. 
 Кривая – это дифференцируемое отображение открытого подмножест-
ва из Թଵ в ܯ (см. рис. 2). Таким образом,  каждой точке из Թଵ(являющимся 
вещественным числом, которое мы обозначим через ߣ) отвечает точка из ܯ, 
называемая точкой-образом. Вещественное число λ называется парамет-
ром кривой. Совокупность точек-образов и есть кривая. Если две кривые 
имеют совпавшие образы, а одинаковые точки отвечают различным значени-
ям параметров, то эти кривые являются различными. 
Рис.2.                                  ߣ 
   (Кривая в ܯ - это отображение из Թଵ в ܯ. Точка λ из Թଵ переходит в точку 
ܲ из ܯ.) 
Функция на многообразиях. 
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Функция на ܯ - это правило, сопоставляющее каждой точке из ܯ ве-
щественное число, которое называется значением функции. Если некоторая 
область в ܯ отображается при помощи гладкого координатного отображения 
на область в Թ௡, то функция на ܯ переходит в функцию на Թ௡ (см. рис. 3). И 
если функция на Թ௡ является дифференцируемой, то она дифференцируема  
на ܯ [3]. 
 
Рис.4.    (Функция ݂ на ܯ есть отображение из ܯ в Թଵ. Координатное ото-
бражение ݃ из области ܸ многообразия ܯ, содержащей ܲ, на область ݃ሺܸሻ в 
Թ௡ обратимо. Составное отображение ݂ ל ݃ିଵ переводит Թ௡ в Թଵ, т.е. являет-
ся функцией на Թ௡. Это просто выражение ݂ሺܲሻ через координаты точки ܲ). 
 
§1.2 Векторы и 1-формы на многообразиях 
Определим понятие вектора на многообразии. Для этого рассмотрим 
кривую, которая задается уравнением вида ݔఈ ൌ ݔఈሺߣሻ, ߙ ൌ 1, … , ݊ и диффе-
ренцируемую функцию ݂ሺݔଵ, ݔଶ, … , ݔ௡ሻ в окрестности некоторой точки 
ܲ א ܯ. В каждой точке кривой определено значение ݂. При этом на кривой 
возникает новая функция ݃ሺߣ) и  
݃ሺߣሻ ൌ ݂൫ݔଵሺߣሻ, ݔଶሺߣሻ, … , ݔ௡ሺߣሻ൯ ൌ ݂ሺݔఈሺߣሻሻ. 
Дифференцируя ее получаем: 
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ௗ௚
ௗఒ
ൌ ∑ ௗ௫
ഀ
ௗఒఈ
డ௙
డ௫ഀ
                                                 (1.2.1) 
Это равенство справедливо для любой функции ݃, значит можно записать 
ௗ
ௗఒ
ൌ ∑ ௗ௫
ഀ
ௗఒఈ
డ
డ௫ഀ
                                                 (1.2.2) 
Набор чисел ቄௗ௫
ഀ
ௗఒ
ቅ в евклидовом пространстве является компонентами 
некоторого касательного вектора к кривой ݔఈሺߣሻ. Это следует из того, что 
ሼ݀ݔఈሽ – бесконечно малое перемещение вдоль кривой и деление его на ݀ߣ 
меняет лишь длину, а не направление этого перемещения. Поскольку кривая 
берется с определенным параметром, для каждой кривой однозначно опреде-
лен  набор ቄௗ௫
ഀ
ௗఒ
ቅ. Значит, каждая кривая имеет единственный касательный 
вектор. Поэтому в точке ܲ существует касательный вектор к этой кривой, а 
так как в точке ܲ можно провести бесконечное множество кривых заданного 
типа, то возможно  и бесконечное множество касательных векторов к этим 
кривым. Множество касательных векторов образует пространство ௣ܶ, кото-
рое называется касательным пространством ковариантных векторов к ܯ 
в точке ܲ. 
 Из вышесказанного следует, что в теории дифференцируемых много-
образий касательный вектор в точке ܲ א ܯ является линейным дифференци-
альным оператором, действующим на множество гладких функций ݂, задан-
ных на ܯ в окрестности точки ܲ. Операции дифференцирования вдоль коор-
динатных линий имеют вид частных производных డ
డ௫ഀ
. Система ቄ డ
డ௫ഀ
ቅ образу-
ет координатный базис векторного пространства. Пространство всех каса-
тельных векторов ௣ܶ в точке ܲ א ܯ и пространство всех дифференцируемых 
функций вдоль кривых, проходящих через точку ܲ, находятся во взаимно-
однозначном соответствии. Касательные векторы в точке ܲ можно выразить 
не только через координатный базис, но и через произвольный базис ሼ ҧ݁ఈሽ 
vത ൌ ∑ vఈ డ
డ௫ഀఈ
           vത ൌ vఈ ҧ݁ఈ                            (1.2.3) 
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Правило, задающее вектор в каждой точке многообразия, называется 
векторным полем. Поэтому в точке ܲ касательные вектора образуют век-
торное поле. 
 Теперь рассмотрим 1-форму на многообразии ܯ. 1-форма – это линей-
ная вещественнозначная функция на векторах. Это означает, что 1-форма ߪ෤ в 
точке ܲ некоторое вещественное число, обозначаемое через ߪ෤ሺvതሻ. (Волна над 
буквой обозначает 1-форму). В каждой точке ܲ многообразия ܯ можно по-
строить линейное пространство, отличное от пространства 1-форм. Совокуп-
ность всех 1-форм в точке ܲ образует линейное векторное пространство – 
кокасательное (дуальное, двойственное, сопряженное) в точке ܲ א ܯ, ко-
торое обозначается ௣ܶכ. Аналогично векторам 1-формы образуют базис. Рас-
смотрим некоторую 1-форму ߪ෤, действующую на вектор vത: 
ߪ෤ ሺvതሻ ൌ ߪ෤ሺv௕ ҧ݁௕ሻ ൌ v௕ߪ෤ ሺ ҧ݁௕ሻ ൌ θ෨௕ሺvതሻߪ෤ሺ ҧ݁௕ሻ 
Значения 1-форм определяются на векторах 
ߪ෤ ൌ σஒθ෨ஒ 
Значит, ൛ߠ෨௕ൟ действительно является базисом. И этот базис будет двойстве-
нен  базису пространства ௣ܶ. 
 
§1.3 Тензоры и внешние формы 
 Рассмотрим точку ܲ на ܯ. Тензор типа ൫ ேேᇱ൯ в точке определяется как 
линейная функция, аргументами которой служат ܰ 1-форм и ܰԢ векторов, а 
значениями – вещественные числа. Это обобщенное определение 1-форм. 
Компонентами тензора являются его значения на базисных векторах и 1-
формах. Как и в случае векторов и 1-форм, тензорное поле типа ൫ ேேᇱ൯ – это 
правило, сопоставляющее каждой точке тензор типа ൫ ேேᇱ൯ в этой точке. Свой-
ство линейности тензоров распространяется и на тензорные поля. 
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 Рассмотрим тензор ܶ типа ൫ଵଵ൯. Этот тензор предполагает наличие двух 
аргументов. Значит ܶሺߪ෤, vሻ есть вещественное число, при фиксированном ߪ෤ 
мы получим 1-форму ܶሺߪ෤, __ ሻ, поскольку сюда нужно подставить вектор, для 
того чтобы получить вещественное число; ܶሺ~, vതሻ есть вектор. Таким обра-
зом, тензор типа ൫ଵଵ൯ можно рассматривать как линейную функцию на векто-
рах со значениями в векторах, а также как линейную функцию на 1-формах, 
принимающую значение также в 1-формах. Это правило распространяется на 
любые тензоры. 
Каждому тензору можно сопоставить матрицу его компонент.  
1. Сложение и вычитание компонент тензора осуществляется по пра-
вилу сложения и вычитания матриц. 
2. Умножение тензора на скаляр – умножение матрицы на скаляр. 
3. Рассмотрим величины ൛v௜ߪ௝ൟ, которые являются компонентами тен-
зора типа ൫ଵଵ൯. Суммируя компоненты с учетом того, что ݅ ൌ ݆ полу-
чим, что v௝ߪ௝ – число, не зависящее от базиса, а именно значение ߪ෤ 
на v, которое можно считать тензором типа ൫଴଴൯. Эта операция назы-
вается сверткой. Значит, сверка – это отображение прямого произ-
ведения касательного и кокасательного пространства в Թ: 
௉ܶ ൈ ௉ܶכ ื Թ . 
4. Симметризация тензора. 
Симметризация в компонентном виде означает следующее: 
ሺܶఓ,ఔ,…,ఒሻ ൌ
1
݊!
൫ ఓܶ,ఔ,…,ఒ ൅ ఔܶ,ఓ,…,ఒ ൅ ڮ ൯ 
݊ – это количество индексов, участвующих в симметризации. Эта форму-
ла записана для нижних индексов, аналогично она выглядит и для верх-
них. Тензор называется симметричным, если при перестановке любых 
двух индексов он не меняет знак. 
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5. Альтернирование 
Операция альтернирования выполняется по следующей формуле: 
ሾܶఓ,ఔ,…,ఒሿ ൌ
1
݊!
൫ ఓܶ,ఔ,…,ఒ െ ఔܶ,ఓ,…,ఒ ൅ ڮ ൯ 
݊ – это количество индексов, участвующих в альтернировании. При альтер-
нировании получаем тензор, который при любой четной перестановке не-
скольких индексов он не меняет знак, а при любой нечетной перестановке 
меняет его на противоположный. Такой тензор называется кососимметрич-
ным. 
Тензор называется антисимметричным, если при перестановке любых 
двух индексов он меняет знак. P-формой ሺ݌ ൒ 2ሻ (или дифференциальной 
формой степени p) называется антисимметричный тензор типа ቀ଴௣ቁ. Множе-
ство всех p-форм образует векторное пространство относительно операции 
сложения и умножения на число: 
ሺ ෥߱ଵ ൅ ෥߱ଶሻሺvതሻ ൌ ෥߱ଵሺvതሻ ൅ ෥߱ଶሺvതሻ, размерность этого пространства ܥ௡
௣. 
Теперь, пусть тензор ෘܶ  - тензор типа ൫ெே൯, а ܨෘ - тензор типа ൫
ெᇱ
ேᇱ൯. Тензор 
ෘܶ ٔ ܨෘ - тензор типа ൫ெାெᇱேାேᇱ൯. Операция  называется тензорным произведе-
нием.  
ෘܶ ٔ ܨෘሺ ෥߱ଵ, … , ෥߱௡, ߪ෤ଵ, … , ߪ෤௡, vതଵ, … , vത௠, uതଵ, … , uത௠ሻ ൌ
ൌ ܨෘሺ ෥߱ଵ, … , ෥߱௡, vതଵ, … , vത௠ሻ ڄ ෘܶሺߪ෤ଵ, … , ߪ෤௡, uതଵ, … , uത௠ሻ 
       
Внешним (косым) произведением называется антисимметричное тензор-
ное произведение дифференциальных форм. Пусть ߙ෤ и ߚ෨ – 1-формы, тогда их 
внешним произведением будет являться 2-форма [2]: 
ߙ෤ٿߚ෨ ൌ ߙ෤ ٔ ߚ෨ െ ߚ෨ ٔ ߙ෤ ൌ 2! ܣ݈ݐ൫ߙ෤ ٔ ߚ෨൯ 
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Рассмотрим произвольный базис векторного пространства             
ሼ ҧ݁ఈሽ   ߙ ൌ 1, . . , ݊,   ൛ߠ෨ఈൟ - двойственный ему базис 1-форм и найдем значение 
2-фомы ߙ෤  на векторах ݑത и vത: 
ߙ෤ሺݑത, vതሻ ൌ ߙ෤൫ݑఓ ҧ݁ఓ, vఔ ҧ݁ఔ൯ ൌ ݑఓvఔߙ෤൫ ҧ݁ఓ, ҧ݁ఔ൯ ൌ ݑఓvఔߙఓఔ ൌ ݑఓvఔߙሾఓఔሿ ൌ
ൌ ݑሾఓvఔሿߙఓఔ ൌ
1
2!
ሺݑఓvఔ െ ݑఔvఓሻߙఓఔ ൌ
ൌ
1
2!
ቀߠ෨ఓሺݑതሻߠ෨ఔሺvതሻ െ ߠ෨ఔሺݑതሻߠ෨ఓሺvതሻቁ ߙఓఔ ൌ     
ൌ
1
2!
ߙఓఔ൫ߠ෨ఓ۪ߠ෨ఔ െ ߠ෨ఔ۪ߠ෨ఓ൯ሺݑത, vതሻ ൌ
1
2!
ߙఓఔ൫ߠ෨ఓٿߠ෨ఔ൯ሺݑത, vതሻ. 
Таким образом, получили разложение 2-формы ߙ෤ по базису векторного 
пространства всех 2-форм ߠ෨ఓٿߠ෨ఔ: 
ߙ෤ ൌ ଵ
ଶ!
ߙఓఔ൫ߠ෨ఓٿߠ෨ఔ൯,     где ߙఓఔ ൌ ߙ෤൫ ҧ݁ఈ, ҧ݁ఉ൯            (1.3.1) 
Причем, число независимых базисных 2-форм (размерность векторного 
пространства 2-форм) равно числу ненулевых компонент ߙఓఔ, т.е. ܥ௡ଶ. 
Следовательно, произвольная p-форма раскладывается по базису следую-
щим образом:             ߙ෤ ൌ ଵ
௣!
ߙ෤ఓఔ…ఊ ߠ෨ఓٿߠ෨ఔ ٿ … ٿߠ෨ఊ.                                     (1.3.2) 
Найдем компактное представление (p+q)-формы, полученной применени-
ем операции внешнего произведения  к произвольной p-форме и произволь-
ной q-форме с учетом формулы (1.3.2). 
Пусть      ݌෤ ൌ ଵ
௣!
݌ఈ…ఉߠ෨ఈٿ … ٿߠ෨ఉ 
                ݍ෤ ൌ ଵ
௤!
ݍఓ…ఔߠ෨ఓٿ … ٿߠ෨ఔ  
Тогда 
݌෤ٿݍ෤ ൌ
1
ሺ݌ ൅ ݍሻ!
ሺ݌෤ٿݍ෤ሻఈ…ఉఓ…ఔߠ෨ఈٿ … ٿߠ෨ఉٿߠ෨ఓٿ … ٿߠ෨ఔ 
С другой стороны 
݌෤ٿݍ෤ ൌ ൬
1
݌!
݌ఈ…ఉߠ෨ఓٿ … ٿߠ෨ఔ൰ ٿ ൬
1
ݍ!
ݍఓ…ఔߠ෨ఓٿ … ٿߠ෨ఔ൰ ൌ
ൌ    
1
݌! ݍ!
ߠ෨ఈٿ … ٿߠ෨ఉٿߠ෨ఓ … ٿߠ෨ఔ     
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Приравнивая два последних равенства получим: 
ሺ݌෤ٿݍ෤ሻఈ…ఉఓ…ఔ ൌ
ሺ݌ ൅ ݍሻ!
݌! ݍ!
݌ሾఈ…ఉݍఓ…ఔሿ ൌ ܥ௣ା௤
௣ ݌ሾఈ…ఉݍఓ…ఔሿ 
Следовательно 
݌෤ٿݍ෤ ൌ ܥ௣ା௤
௣ ݌ሾఈ…ఉݍఓ…ఔሿߠ෨ఈٿ … ٿߠ෨ఉٿߠ෨ఓٿ … ٿߠ෨ఔ          (1.3.3) 
 
Операция внешнего произведения обладает следующими свойствами: 
1) косокоммутативность: ߙ෤ٿߚ෨ ൌ ሺെ1ሻ௣௤ߚ෨ٿߙ෤, 
2) дистрибутивность: ሺߣଵߙ෤ଵ ൅ ߣଶߙ෤ଶሻٿߚ෨ ൌ ߣଵߙ෤ଵٿߚ෨ ൅ ߣଶߙ෤ଶߚ෨,  ߣଵ, ߣଶ א Թ, 
3) ассоциативность: ൫ߙ෤ٿߚ෨൯ٿߛ෤ ൌ ߙ෤ٿሺߚ෨ٿߛ෤ሻ, 
4) ߙ෤ٿߙ෤ ൌ ߙ෤۪ߙ෤ െ ߙ෤۪ߙ෤ ൌ 0, 
где ߙ෤ - p-форма, ߚ෨ - q-форма, ߛ෤ - произвольная r-форма. 
 
§1.4 Метрический тензор 
Рассмотрим одну из операций векторной алгебры, которая называется 
скалярным произведением векторов. Для этого возьмем два произвольных 
вектора uത, vത א ௉ܶሺܯሻ и сопоставим им число по следующему правилу: 
݃ු: uത, vത ՜ uത ڄ vത א Թ 
݃ුሺuത, vതሻ ൌ uത ڄ vത                                               (1.4.1) 
Из свойств скалярного произведения следует симметричность и били-
нейность ݃ු:  
݃ුሺuത, vതሻ ൌ uത ڄ vത ൌ vത ڄ uത ൌ ݃ුሺvത, uതሻ, 
݃ුሺߙuത, ߚvതሻ ൌ ߙuത ڄ ߚvത ൌ ߙߚሺuത ڄ vതሻ ൌ ߙߚ݃ුሺuത, vതሻ. 
(1.4.1) ведет себя как абстрактный тензор типа ቀ0
2
ቁ, симметричный по 
своим элементам, он называется метрическим тензором. Также можно ска-
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зать, что метрический тензор – это билинейная, симметричная, веществен-
нозначная форма на векторах [10]. 
Компонентами метрического тензора называются его значения на 
базисных векторах, они представляют собой симметрическую матрицу типа 
 ݊ ൈ ݊. Если же матрица единичная, то метрический  тензор называется евк-
лидовой метрикой. 
݃ఓఔ ൌ ൮
݃ଵଵ ݃ଵଶ … ݃ଵ௡
݃ଶଵ ݃ଶଶ … ݃ଶ௡
ڭ ڭ ڭ
݃௡ଵ ݃௡ଶ … ݃௡௡
൲ 
݃ఓఔ ൌ ݃ු൫ ҧ݁ఓ, ҧ݁ఔ൯ ൌ ҧ݁ఓ ڄ ҧ݁ఔ .                                     (1.4.2) 
Положим ݀݁ݐฮ݃ఓఔฮ ് 0, тогда существует обратная матрица метриче-
ского тензора, причем:  
݃ఓఔ݃ఒఔ ൌ ߜఓఒ                                          (1.4.3) 
С помощью метрики можно выполнять операцию поднятия и опуска-
ния индексов. Это возможность получить, например, из произвольного тен-
зора ܣሙ типа ቀ2
0
ቁ тензор типа ቀ1
1
ቁ:   ܣ   ఔ
ఓ ൌ ݃ఔఒܣఓఒ. Этот тензор в свою очередь 
можно превратить в тензор типа ቀ0
2
ቁ: ܣఛఔ ൌ ݃ఛఈܣ  ఔఈ ൌ ݃ఛఈ݃ఔఒܣఈఒ. Таким об-
разом, метрический тензор дает возможность отображать элементы касатель-
ного и кокасательного пространства друг в друга. 
Пусть ܯ - многообразие класса ܥஶ. Псевдориманова структура на ܯ 
есть тензорное поле ݃ු типа ቀ0
2
ቁ, удовлетворяющее условиям: 
1. ݃ුሺuത, vതሻ ൌ ݃ුሺvത, uതሻ для всех uത, vത א ௣ܶሺܯሻ 
2. В каждой точке ܲ א ܯ значения ݃௉ поля ݃ු есть невырожденная били-
нейная форма ௉ܶ ൈ ௉ܶ. 
Псевдоримановым многообразием называется связное многообразие 
класса ܥஶ с псевдоримановой структурой. Если (и только если) форма ݃௉ по-
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ложительно определена для каждой точки ܲ א ܯ, то можно говорить о рима-
новой структуре и римановом многообразии[10]. 
Так как метрика на ܯ - это тензорное поле типа ቀ0
2
ቁ, то теперь можно 
определить понятие расстояния на ܯ. Получим выражение для квадрата 
бесконечно малого вектора перемещения (квадрата интервала) через 
метрический тензор: 
݀ܵଶ ൌ ݀ܵҧ · ݀ܵҧ ൌ ݃ුሺ݀ܵҧ, ݀ܵҧሻ ൌ ݃ු൫݀ݔఈ ҧ݁ఈ, ݀ݔఉ ҧ݁ఉ൯ ൌ ݀ݔఈ݀ݔఉ݃ු൫ ҧ݁ఈ, ҧ݁ఉ൯ ൌ
                    ൌ ݀ݔఈ݀ݔఉ݃ఈఉ      
݀ܵଶ ൌ ݀ݔఈ݀ݔఉ݃ఈఉ.                                        (1.4.4) 
Здесь ݀ - символ бесконечно малой величины. 
 
§1.5 Связность и ковариантная производная 
Рассмотрим метрический тензор на многообразии ܯ. Этот тензор ин-
дуцируется координатным отображением на пространство Թ௡. Он отобража-
ет элементы касательного ௣ܶሺܯሻ и кокасательного ௣ܶכሺܯሻ пространств друг в 
друга, то есть поднимает и опускает индексы. 
 Часто для решения задач требуется сравнивать элементы разных тен-
зорных полей (векторных полей и полей 1-форм) в разных точках. Для этого 
их нужно уметь переносить в одну точку, то есть надо знать правило парал-
лельного переноса на многообразиях. Итак, на любом многообразии резуль-
тат параллельного переноса, то есть переноса с сохранением углов, зависит 
от пути. Таким образом, для сравнения тензорных полей в разных точках 
многообразия нужно знать тот путь, вдоль которого происходит параллель-
ный перенос данного объекта в исходную точку.  
Зная изменение параметра кривой и изменение самого объекта, можно 
найти производную в точке по направлению. Но вид кривой и вид производ-
ной должны содержать информацию о пути, вдоль которого происходит 
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дифференцирование. Всю эту информацию несет в себе ковариантная про-
изводная. Выясним, как находится ковариантная производная. 
Рассмотрим векторное поле ܹ, определенное в области U многообра-
зия ܯ, здесь же определена кривая ݈ с параметром ߣ. Если же поле ܹ задано 
в каждой точке кривой ݈, то можем определить его ковариантную производ-
ную вдоль ݈ в точке ܲሺߣ ൌ ߣ଴ሻ: 
׏୳ഥݓഥ ൌ limఌ՜଴
௪ഥഊబశഄ
כ ሺఒబሻି௪ഥ ሺఒబሻ
ఌ
,                                (1.5.1) 
где ߣ଴ – значение параметра в точке  ܲ, а вектор ݓഥఒబାఌ
כ (ߣ଴) получается парал-
лельным переносом вектора ݓഥሺߣ଴+ε  назад в точку ܲሺߣ଴ሻ, uത показывает, 
вдоль какой кривой происходит дифференцирование. 
Далее рассмотрим ковариантную производную от функции ݂ 
вдоль вектора uത. Это есть производная по направлению данной функции 
вдоль кривой с параметром ߣ и касательным вектором uത: 
׏୳ഥ݂ ൌ
ௗ௙
ௗఒ
ൌ uതሺ݂ሻ ൌ uఈ డ௙
డ௫ഀ
ൌ uఈ߲ఈ݂                                (1.5.2) 
Операция ковариантного дифференцирования обладает следующими 
свойствами [1,2]: 
1଴ ковариантная производная от скаляров совпадает с частной производной, 
то есть 
׏୳ഥ݂ ൌ
ௗ௙
ௗఒ
,                                                    (1.5.3) 
2଴ ׏௨ഥ - дифференциальный оператор: 
׏୳ഥሺfݓഥሻ ൌ f׏୳ഥݓഥ ൅ ݓഥ׏୳ഥ݂ ൌ f׏୳ഥݓഥ ൅ ݓഥ
ୢ୤
ୢ஛
ൌ f׏୳ഥݓഥ ൅ ݓഥuതሺ݂ሻ ,        (1.5.4) 
3଴ правило Лейбница позволяет распространить определение ковариантной 
производной на тензоры произвольного вида: 
׏୳ഥሺܣ ٔ ܤሻ ൌ ሺ׏୳ഥܣሻ ٔ ܤ ൅ ܣ ٔ ሺ׏୳ഥܤሻ,                        (1.5.5) 
׏୳ഥۃ ෥߱, ݓഥۄ ൌ ۃ׏୳ഥ ෥߱, ݓഥۄ ൅ ۃ ෥߱, ׏୳ഥݓഥۄ,                              (1.5.6) 
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4଴ понятие параллельного переноса вдоль кривой не зависит от выбора пара-
метризации, то есть: 
׏୥୳ഥݓഥ ൌ g׏୳ഥݓഥ ,                                                (1.5.7) 
 
5଴ ковариантная производная аддитивна по разным направлениям: 
ሺ׏୳ഥݓഥሻ௣ ൅ ሺ׏୴ഥݓഥሻ௣ ൌ ሺ׏୳ഥା୴ഥݓഥሻ௣,                                 (1.5.8) 
Вычислим ковариантную производную от вектора: 
׏୳ഥݓഥ ൌ ׏୳ಉ തୣಉ൫ݓ
ஒeതஒ൯ ൌ u஑ ቀ൫׏തୣಉݓ
ఉ൯ ҧ݁ఉ ൅ ݓఉ׏തୣಉeതஒቁ ൌ
ൌ u஑൫߲ఈݓஒ ҧ݁ఉ ൅ ݓఉ׏തୣಉeതஒ൯ 
׏തୣಉeതஒ – это дифференцирование базисного вектора eതஒ вдоль координатной 
линии с касательным вектором eത஑. Разложим этот вектор по базису: 
׏തୣಉeതஒ ൌ Γ  ஒ஑
ஓ eതஓ                                                 (1.5.9) 
Величины Γ  ஒ஑
ஓ  называются коэффициентами связности. Они несут 
информацию о том, какой объект дифференцируется, вдоль какой кривой 
многообразия и какой результат получается. 
Таким образом:  ׏୳ഥݓഥ ൌ ሺ߲ఈݓஓ ҧ݁ఊ ൅ ݓஒΓ  ஒ஑
ஓ ҧ݁ఊሻ ൌ uఈሺ߲ఈݓஓ ൅ ݓఉΓ  ஒ஑
ஓ ሻ ҧ݁ఊ. 
׏஑ݓஓ ൌ ߲ఈݓஓ ൅ ݓఉΓ  ஒ஑
ஓ  - компонента ковариантной производной от  вектора. 
Аналогично рассмотрим ковариантную производную от 1-формы, учи-
тывая, что ׏തୣಊθ෨
஑ ൌ Γ෨  ஓஒ
஑ θ෨ஓ: 
׏୳ഥ ෥߱ ൌ ׏୳ಊ തୣಊ൫ω஑ߠ
෨ఈ൯ ൌ uஒ ൬ቀ׏തୣಊ߱ఈቁ ߠ෨
ఈ ൅ ߱ఈ׏തୣಉߠ෨
ఈ൰ ൌ
ൌ uஒ ൬൫∂ஒω஑൯θ෨஑ ൅ ߱ఈ׏തୣಊθ෨
஑൰ ൌ uஒ ቀ൫∂ஒωஓ൯θ෨ஓ ൅ ω஑Γ෨  ஓஒ
஑ θ෨ஓቁ ൌ
ൌ uஒ൫∂ஒωஓ ൅ ω஑Γ෨  ஓஒ
஑ ൯θ෨ஓ 
׏ஒωஓ ൌ ∂ஒωஓ ൅ ω஑Γ෨  ஓஒ
஑  – компонента ковариантной производной от             
1-формы. 
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Связность ࢣ определяется коэффициентами связности, которые в свою 
очередь задают правило параллельного переноса по заданному пути на мно-
гообразиях.  
Возникает вопрос, а как же связаны Γ෨  ஑ஒ
ஓ  и Γ  ஑ஒ
ஓ ? Вычислим ковариант-
ную производную вдоль кривой с касательным вектором uത от свертки 1-
формы и вектора двумя способами. 
1 способ. 
׏୳ഥۃ ෥߱, vതۄ ൌ ׏୳ഥሺ߱ఈvఈሻ ൌ ׏୳ഁ௘ҧഁሺ߱ఈv
ఈሻ ൌ uఉ׏௘ҧഁሺ߱ఈv
ఈሻ ൌ uఉ ൬ቀ׏௘ҧഁ߱ఈቁ ൅
൅߱ఉ׏௘ҧഁv
ఈ൰ ൌ uఉ ቀ൫ ఉ߲߱ఈ൯vఈ ൅ ߱ఈ ఉ߲vఈቁ ൌ uఉ൫vఈ ఉ߲߱ఈ ൅ ߱ఈ ఉ߲vఈ൯      
 (1.5.10) 
2 способ. 
׏୳ഥۃ ෥߱, vതۄ ൌ ۃ׏୳ഥ ෥߱, vതۄ ൅ ۃ ෥߱, ׏୳ഥvതۄ ൌ ۃuఉ൫׏ఉ߱ఊ൯ߠ෨ఊ, vതۄ ൅ ۃ ෥߱, uఉ൫׏ఉvఊ൯ ҧ݁ఊۄ ൌ
ൌ uఉ׏ఉ߱ఊߠ෨ఊሺvതሻ ൅ uఉ׏ఉvఊ ෥߱൫ ҧ݁ఊ൯ ൌ uఉ׏ఉ߱ఊvఊ ൅ uఉ߱ఊ׏ఉvఊ ൌ vఊuఉ൫ ఉ߲߱ఊ ൅
൅Γ෨  ஓஒ
஑ ߱ఈ൯ ൅ uఉ߱ఊ ቀ ఉ߲vఊ ൅ Γ  ஑ஒ
ஓ vఈቁ ൌ vఊuఉ ఉ߲߱ఊ ൅ vఊuఉΓ෨  ஓஒ
஑ ߱ఈ ൅ uఉ߱ఊ ఉ߲vఊ ൅
൅uఉ߱ఊΓ  ஑ஒ
ஓ vఈ                                                                                                    
 (1.5.11) 
Приравняем (1.5.10) и (1.5.11): 
vఈuఉ ఉ߲߱ఈ ൅ vఊuఉΓ෨  ஓஒ
஑ ߱ఈ ൅ uఉ߱ఈ ఉ߲vఈ ൅ uఉ߱ఊΓ  ஑ஒ
ஓ vఈ ൌ
ൌ uఉvఈ ఉ߲߱ఈ ൅ uఉ߱ఈ ఉ߲vఈ 
vఊuఉΓ෨  ஓஒ
஑ ߱ఈ ൅ uఉ߱ఊΓ  ஑ஒ
ஓ vఈ ൌ 0 
vఈuఉΓ෨  ஑ஒ
ஓ ߱ఊ ൅ uఉ߱ఊΓ  ஑ஒ
ஓ vఈ ൌ 0 
uఉvఈ߱ఊ ቀΓ෨  ஑ஒ
ஓ ൅ Γ  ஑ஒ
ஓ ቁ ൌ 0. 
В силу произвольности , v и ߱ имеем: 
Γ෨  ஑ஒ
ஓ ൅ Γ  ஑ஒ
ஓ ൌ 0. 
Таким образом, получим:   Γ෨  ஑ஒ
ஓ ൌ െΓ  ஑ஒ
ஓ  
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Заметим, что данные коэффициенты связности не являются тензорами, 
так как закон, по которому происходит преобразование коэффициентов (Γ  ఓఔఒ  
в Γ  ఔᇲఓᇲ
ఒᇲ ):  
Γ  ఓᇲఔᇲ
ఒᇲ ൌ డ
మ௫ഊ 
డ௫ഋᇲ డ௫ഌᇲ 
డ௫ഊ
ᇲ
డ௫ഊ
൅ డ௫
ഋ
డ௫ഋᇲ
 డ௫
ഌ
డ௫ഌᇲ
 డ௫
ഊᇲ
డ௫ഊ
 Γ   ఓఔఒ ,                (1.5.12) 
не будет тензорным. Он совпал бы с тензорным, если бы в правой части не 
было первого слагаемого [7]. 
Определение. Метрический тензор и связность многообразия согласо-
ваны, если скалярное произведение двух любых векторов при их параллель-
ном переносе вдоль произвольной кривой на многообразии сохраняется. 
 Условие согласованности метрики и связности на многообразии ܯ оп-
ределяется по следующей формуле: 
׏஛݃ఓఔ ൌ 0, 
то есть, при параллельном переносе по замкнутому контуру длина вектора не 
меняется. Следствием из этого условия является формула: 
Γ  ఓఔఒ ൌ
ଵ
ଶ
݃ఒఙ∆ఙఔఓ
ఈఉఊሺ݃ఈఉ,ఊ ൅ ఈܶఉఊሻ,                             (1.5.13) 
где  ∆ఙఔఓ
ఈఉఊൌ ߜఙఈߜఔ
ఉߜఓ
ఊ െ ߜఔఈߜఓ
ఉߜఙ
ఊ ൅ ߜఓఈߜఙ
ఉߜఔ
ఊ - скобка Схоутэна. 
Еще одно обозначение скобки Схоутэна – { }. 
Вывод формулы для коэффициентов связности в пространстве с круче-
нием приведен в Приложении 1. 
§1.6 Формы со значениями в векторных пространствах 
Формой со значениями в векторном пространстве или тензорно-
значной формой называются формы, компонентами которых являются век-
тор или тензор произвольного ранга.  
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 Простейшим примером тензорнозначной 1-формы является градиент 
вектора (ковариантная производная данного вектора в неконкретизирован-
ном направлении). Рассмотрим вектор ݓഥ  и выпишем градиент этого вектора 
ሺ׏ିݓഥሻሺ~ሻ.                                                (1.6.1) 
 В первый канал можно поместить вектор. Заметим, что (1.6.1.) обладает 
свойством линейности по первому каналу, то есть если ݂, ݃ - функции,  ݑത, vത – 
векторы, тога линейную комбинацию ݂ݑത ൅ ݃vത можно использовать в качест-
ве аргумента в первом канале (1.6.1): 
׏ ௙௨ഥା௚୴ഥݓഥሺ~ሻ ൌ ݂׏୳ഥwഥ ൅ g׏୴ഥwഥ                               (1.6.2) 
Следовательно, объект (1.6.1) по первому каналу обладает свойствами 
формы. Если же туда поместить вектор, то мы получим иной объект, в кото-
рый можно ввести 1-форму, то есть это будет тензор ранга ቀ1
0
ቁ, иными сло-
вами вектор: ׏୳ഥwഥሺ~ሻ 
Итак, объект (1.6.1) является тензорнозначной формой со значениями в 
векторном пространстве. Далее определим объект ෘܶሺ~ ~ ~ሻ,  который можно 
представить как тензорнозначную 0-форму. Пусть ݓഥሺ~ሻ – объект, компонен-
тами которого являются вектора, то есть тензор ранга ቀ1
0
ቁ, а ෘܶሺ~ ~ ~ሻ - объект, 
компонентами которого являются тензоры вида ቀ3
0
ቁ. С точки зрения форм, 
это 0-формы. Поэтому они называются 0-формами, со значениями в вектор-
ном пространстве. 
 Вернемся к рассмотрению объекта (1.6.1). До того, как мы подейство-
вали на него оператором  объект ݓഥሺ~ሻ являлся тензорнозначной 0-формой 
(то есть вектором). После применения  появился один канал формы. Следо-
вательно (1.6.1) теперь 1-форма. Аналогично рассуждая, получим, что        
׏ି ෘܶ  – тензорнозначная 1-форма. 
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§1.7 Внешнее дифференцирование. 
Обобщенный внешний дифференциал 
В данном параграфе определим дифференциальный оператор ሚ݀, кото-
рый сохраняет свойства форм и обратен к операции интегрирования в смысле 
формулы Ньютона-Лейбница. 
 Операция внешнего дифференцирования была введена Пуанкаре, и     
ሚ݀ – дифференциальный оператор, который ݌-форму отображает в            
ሺ݌ ൅ 1ሻ-форму. 
Пусть ܯ одномерное многообразие, тогда оператор ሚ݀ превращает        
0-форму ߙ෤ в 1-форму ሚ݀ߙ෤. 
Если расширить понятие оператора ሚ݀ на формы старших степеней, то 
оператор дифференцирования будет обладать следующими свойствами: 
Пусть ෤ܽ - p-форма, ߚ෨, ߛ෤ - q-формы, тогда 
1଴ ሚ݀ ෤ܽ – (p+1)-форма 
2଴ ሚ݀൫ߚ෨ ൅ ߛ෤൯ ൌ ሚ݀ߚ෨ ൅ ሚ݀ߛ෤ (линейность) 
3଴ ሚ݀ሺ ෤ܽ ר ߚ෨ሻ ൌ ሚ݀ ෤ܽ ר ߚ෨ ൅ ሺെ1ሻ௣ߙ෤ ר ሚ݀ߚ෨ (антидифференцирование) 
4଴ ሚ݀൫ ሚ݀ ෤ܽ൯ ൌ ሚ݀ଶ ෤ܽ ൌ 0 (неимпотентность) 
В (1.6.1)  повышает ранг векторнозначной 0-формы – вектора ݓഥ  на 1, т.е. 
(1.6.1) есть обобщение понятия внешней производной ሚ݀ от векторнозначной 
0-формы, т.е. 
׏ିݓഥ ൌ ࣞݓഥ                                                    (1.7.1) 
(׏ିݓഥ  есть действие некоторого дифференциального оператора ࣞ, увеличи-
вающего ранг векторнозначной 0-формы на единицу). 
Аналогично, обобщенная внешняя производная от тензорнозначной 0-формы 
ෘܶሺ ~, ~ , ~ ሻ 
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ࣞ ෘܶ ൌ ׏ି ෘܶ                                                        (1.7.2) 
Обобщенная внешняя производная от скалярнозначной ݌-формы просто сов-
падает с обычной внешней производной ሚ݀, которая обладает свойством анти-
дифференцирования (ߙ෤ – ݌-форма, ߚ෨ – произвольная ݃-форма): 
ሚ݀൫ߙ෤ٿߚ෨൯ ൌ ሚ݀ߙ෤ٿߚ෨ ൅ ሺെ1ሻ௣ߙ෤ٿ ሚ݀ߚ෨                                (1.7.3) 
Итак, мы определим понятие обобщенной внешней производной (обобщен-
ного внешнего дифференциала) ࣞ, как дифференциального оператора, обла-
дающего следующими свойствами: 
1) обобщенный внешний дифференциал от функции совпадает с ее гради-
ентом: 
݂ࣞ ൌ ሚ݂݀ 
ۃ݂ࣞ, ݑതۄ ൌ ݑതሺ݂ሻ, где ݑത – произвольный вектор; 
(производная по направлению вектора ݑത) 
2) обобщенный внешний дифференциал от вектора (или векторнозначной 
0-формы) совпадает с ковариантной производной данного вектора: 
ࣞݓഥ ൌ ׏ିݓഥ, 
(׏ିݓഥ  – градиент вектора ݓഥ) 
ۃࣞݓഥ, ݑതۄ ൌ ׏௨ഥݓഥ , где ݑത- произвольный вектор; 
(׏௨ഥݓഥ  - ковариантная производная вдоль вектора ݑത) 
3) обобщенный дифференциал от тензора ሙܵ (тензорнозначной 0-формы) 
совпадает с ковариантной производной данного тензора: 
ࣞ ሙܵ ൌ ׏ି ሙܵ, 
ۃࣞ ሙܵ, ݑതۄ ൌ ׏௨ഥ ሙܵ, где ݑത – произвольный вектор; 
4) обобщенный внешний дифференциал от скалярнозначной ݌-формы 
совпадает с обычным внешним дифференциалом от ݌-формы: 
ࣞߙ෤ ൌ ሚ݀ߙ෤, 
где ߙ෤ – скалярнозначная ݌-форма 
Условий (1) – (4) достаточно для того, чтобы распространить понятие 
обобщенного внешнего дифференциала на тензорнозначные ݌-формы  ሚܵሙ со 
свойством, обобщающим (1.7.3): 
V.N. Shcherban’, O.V. Baburova                                                                                                  25 
 
 
 
ࣞ ቀ ሚܵሙٿߚ෨ቁ ൌ ࣞ ሚܵሙٿߚ෨ ൅ ሺെ1ሻ௣ ሚܵሙٿࣞߚ෨ ൌ ࣞ ሚܵሙٿߚ෨ ൅ ሺെ1ሻ௣ ሚܵሙٿ ሚ݀ߚ෨      (1.7.4) 
(ߚ෨ – произвольная скалярнозначная ݃-форма). 
 
§1.8 Понятие кривизны многообразия 
Кривизна характеризует изменение касательного вектора при переносе 
его по замкнутому контуру. При параллельном переносе вектора из одной 
точки в другую в пространстве с кривизной результаты получаются разные, 
если он совершается по разным путям. Это видно из (рис. 5) 
 
Рис. 5 
Вектор vത пройдет путь ܣܤ в точке ܤ займет положение ݑത (на всем пути vത 
двигается, сохраняя угол). Аналогично двигаясь по пути ܤܥ вектор ݑത займет 
положение ݓഥ . И, наконец, пройдя путь ܣܥ, вектор ݓഥ  в точке ܣ будет нахо-
диться в положении vത ′, что отлично от первоначального положения. 
Тензором кривизны Римана называется величина, выражаемая через компо-
ненты связности [7]: 
ܴ   ఔఙఒ
ఓ ൌ 2߲ሾఈΓ   |ఔ|ఒሿ
ఓ ൅ 2Γ   ఘሾఈ
ఓ Γ   |ఔ|ఒሿ
ఙ .                           (1.8.1) 
Сверткой первого и третьего индексов тензора кривизны можно образовать 
симметрический тензор второго ранга: 
ܴ   ఔఙఒ
ఓ ߜఓఙ ൌ ܴ   ఔఓఒ
ఓ ൌ ܴఔఒ,                                  (1.8.2) 
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который называется тензором Риччи. Если же свернуть тензор Риччи, то 
получим некоторый инвариант: 
ܴ ൌ ݃ఔఒܴఔఒ ൌ ܴ   ఔఔ ,                                      (1.8.3) 
который называется скалярной кривизной. 
 Тензор кривизны обладает следующими свойствами в пространстве без 
кручения (связность симметрична): 
1଴ ܴఓణఒ
ఙ ൌ െܴఓఒణ
ఙ , 
2଴ ܴఓణఒఙ ൌ ܴఒఙఓణ (у тензора Римана можно менять местами пары индексов),  
3଴ ܴ   ሾఓణఒሿ
ఙ ൌ 0, 
4଴ ܴሺఙఓሻణఒ ൌ 0 (тензор кривизны антисимметричен по первым 2-м индексам), 
5଴ ׏ሾఘܴ   |ఓ|ణఒሿ
ఙ ൌ 0 (тождество Бианки). 
 
§1.9 Первое структурное уравнение Картана. 2-форма кручения 
Выясним обобщенный внешний дифференциал (далее просто внешний 
дифференциал) от базисных векторов вдоль вектора ݑത: 
ۃࣞ ҧ݁ఈ, ݑതۄ ൌ ׏௨ഥ ҧ݁ఈ ൌ ݑఊ׏௘ҧം ҧ݁ఈ ൌ ݑ
ఊΓ   ఈఊ
ఉ ҧ݁ఉ ൌ ߠ෨ఊሺݑതሻΓ   ఈఊ
ఉ ҧ݁ఉ ൌ ҧ݁ఉΓ   ఈఊ
ఉ ߠ෨ఊሺݑതሻ ൌ
                 ൌ ҧ݁ఉΓ෨   ఈ
ఉ ሺݑതሻ.             
(1.9.1) 
В силу произвольности вектора ݑത его можно убрать: 
Γ෨   ఈ
ఉ ሺିሻ ൌ ߠ෨ఊሺିሻ – 1-форма связности с компонентами Γ   ఈఊ
ఉ .                      (1.9.2) 
 Кручение многообразия ܯ проще всего охарактеризовать в координат-
ном базисе, а именно, его компонентами. В этом случае компоненты тензо-
ра кручения – это антисимметричная часть коэффициентов связности: 
 ܶ  ఈఉ
ఊ ൌ െ2Γ   ሾఈఉሿ
ఊ ൌ െ ቀΓ   ఈఉ
ఊ െ Γ   ఉఈ
ఊ ቁ.                          (1.9.3) 
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Математический смысл понятия кручения, прояснит первое структурное 
уравнение Картана, вывод которого заключается в следующем. 
 Рассмотрим векторнозначную 1-форму, называемую канонической 1-
формой кокасательного пространства: 
ߜሚҧሺ~, ି ሻ ൌ ҧ݁ఈሺ~ሻ ٔ ߠ෨ఈሺିሻ.                                   (1.9.4) 
(1.9.4) имеет два канала для ввода: один для ввода формы и один – для ввода 
вектора. (1.9.4) играет важную роль в теории гладких многообразий, т.к. он, 
действуя на объекты как линейный оператор, оставляет их без изменений. 
Покажем это для произвольной 1-формы ෥߱ ൌ ߱ఉߠ෨ఉ: 
ߜሚҧሺ ෥߱, ି ሻ ൌ ሺ ҧ݁ఈ ٔ ߠ෨ఈሻሺ ෥߱ሻ ൌ ҧ݁ఈሺ ෥߱ሻߠ෨ఈ ൌ ߱ఈߠ෨ఈ ൌ ෥߱. 
Аналогично, для произвольного вектора ݑത ൌ ݑఉ ҧ݁ఉ: 
ߜሚҧሺ~, ݑതሻ ൌ ሺ ҧ݁ఈ ٔ ߠ෨ఈሻሺݑതሻ ൌ ҧ݁ఈߠ෨ఈሺݑതሻ ൌ ҧ݁ఈݑఈ ൌ ݑത. 
ࣞߜሚҧ ൌ ࣞ൫ ҧ݁ఈ ٔ ߠ෨ఈ൯ ൌ ሺࣞ ҧ݁ఈሻٿߠ෨ఈ ൅ ሺെ1ሻ଴ ҧ݁ఈ ٔ ࣞߠ෨ఈ ൌ ׏ ҧ݁ఈٿߠ෨ఈ ൅ ҧ݁ఈ ٔ ሚ݀ߠ෨ఈ 
ࣞ ҧ݁ఈ ൌ ׏ ҧ݁ఈ ൌ ҧ݁ఉ ٔ Γ෨   ఈ
ఉ     (по (1.9.1))  
С учетом этого 
ࣞߜሚҧ ൌ ҧ݁ఉ۪ ቀΓ෨   ఈ
ఉ ٿߠ෨ఈቁ ൅ ҧ݁ఈ۪ ሚ݀ߠ෨ఈ ൌ ҧ݁ఈ۪൫Γ෨   ఉ
ఈ ٿߠ෨ఉ൯ ൅ ҧ݁ఈ۪ ሚ݀ߠ෨ఈ
ൌ ҧ݁ఈ۪൫ ሚ݀ߠ෨ఈ ൅ Γ෨   ఉ
ఈ ٿߠ෨ఉ൯ 
Введем обозначение для ковариантной производной от 1-формы: 
ࣞߠ෨ఈ ൌ ሚ݀ߠ෨ఈ ൅ Γ෨   ఉ
ఈ ٿߠ෨ఉ 
Тогда                                           ࣞߜሚҧ ൌ ҧ݁ఈ۪ࣞߠ෨ఈ                                            (1.9.5) 
 
Значение ࣞ от тензорнозначной 1-формы ሚܵሙ на векторах ݑത и vത: 
ቀࣞ ሚܵሙቁ ሺݑത, vതሻ ൌ ׏௨ഥ ۃ ሚܵሙ, vതۄ െ ׏୴ഥ ۃ ሚܵሙ, ݑതۄ െ ۃ ሚܵሙ, ሾݑത, vതሿۄ.                 (1.9.6) 
Вместо ሚܵሙ подставим векторнозначную 1-форму ߜሚҧ: 
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ቀࣞߜሚҧቁ ሺݑത, vതሻ ൌ ׏௨ഥ ۃߜሚ
ҧ, vതۄ െ ׏୴ഥ ۃߜሚ
ҧ, ݑതۄ െ ۃߜሚҧ, ሾݑത, vതሿۄ ൌ ׏௨ഥvത െ ׏୴ഥݑത െ ሾݑത, vതሿ.     (1.9.7) 
Вместо ݑത и vത подставим ҧ݁ఈ и, причем ҧ݁ఈ ൌ ߲ఈ 
ቀࣞߜሚҧቁ ൫ ҧ݁ఈ, ҧ݁ఉ൯ ൌ ׏௘ҧഀ ҧ݁ఉ െ ׏௘ҧഁ ҧ݁ఈ െ ൣ ҧ݁ఈ, ҧ݁ఉ൧,    ൣ ҧ݁ఈ, ҧ݁ఉ൧ ൌ ൣ߲ఈ, ఉ߲൧ ൌ 0 
ቀࣞߜሚҧቁ ൫ ҧ݁ఈ, ҧ݁ఉ൯ ൌ Γ   ఉఈ
ఊ ҧ݁ఊ െ Γ   ఈఉ
ఊ ҧ݁ఊ ൌ ቀΓ   ఉఈ
ఊ െ Γ   ఈఉ
ఊ ቁ ҧ݁ఊ ൌ  ܶ  ఈఉ
ఊ ҧ݁ఊ ൌ ෘܶఈఉ 
 ܶ  ఈఉ
ఊ ҧ݁ఊ ൌ ෘܶఈఉ – компоненты тензорнозначной 2-формы кручения ෨ܶෘ . 
ෘܶఈఉ ൌ െ ෘܶఉఈ 
෨ܶෘ ൌ
1
2!
ෘܶఈఉߠ෨ఈٿߠ෨ఉ ൌ
1
2!  ܶ  ఈఉ
ఊ ҧ݁ఊ۪൫ ሚ݀ݔఈٿ ሚ݀ݔఉ൯ 
Докажем равенство 
෨ܶෘ൫ ҧ݁ఈ, ҧ݁ఉ൯ ൌ
1
2!
ෘܶఓఔ൫ߠ෨ఓٿߠ෨ఔ൯൫ ҧ݁ఈ, ҧ݁ఉ൯ 
Учитывая то, что 
൫ߠ෨ఓٿߠ෨ఔ൯൫ ҧ݁ఈ, ҧ݁ఉ൯ ൌ ൫ߠ෨ఓ۪ߠ෨ఔ െ ߠ෨ఔ۪ߠ෨ఓ൯൫ ҧ݁ఈ, ҧ݁ఉ൯ ൌ ߜఈ
ఓߜఉ
ఔ െ ߜఈఔߜఉ
ఓ ൌ 2ߜ  ఈ
ሾఓߜ ఉ
ఔሿ 
получим 
෨ܶෘ൫ ҧ݁ఈ, ҧ݁ఉ൯ ൌ
1
2!
ෘܶఓఔ2ߜ  ఈ
ሾఓߜ ఉ
ఔሿ ൌ ෘܶఈఉ. 
Таким образом 
ቀࣞߜሚҧቁ ൫ ҧ݁ఈ, ҧ݁ఉ൯ ൌ ෨ܶෘ൫ ҧ݁ఈ, ҧ݁ఉ൯, 
ࣞߜሚҧ ൌ ෨ܶෘ .                                                    (1.9.8)   
Приравняем (1.9.5) и (1.9.8) 
෨ܶෘ ൌ ҧ݁ఈ۪ࣞߠ෨ఈ 
෨ܶෘ ൌ ҧ݁ఊ۪ ቀ
ଵ
ଶ!  ܶ  ఈఉ
ఊ ሚ݀ݔఈٿ ሚ݀ݔఉቁ ൌ ҧ݁ఊ۪ ෨ܶ ఊ, где ෨ܶ ఊ – скалярнозначная 2-форма 
кручения 
෨ܶෘ ൌ ҧ݁ఈ۪ ෨ܶ ఈ 
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෨ܶ ఈ ൌ ࣞߠ෨ఈ или ෨ܶ ఈ ൌ ሚ݀ߠ෨ఈ ൅ Γ෨   ఉ
ఈ ٿߠ෨ఉ.                       (1.9.9) 
(1.9.9) – первое структурное уравнение Картана. 
 
§1.10 Второе структурное уравнение Картана. 2-форма кривизны 
Для введения понятия кривизны связности рассмотрим двукратное 
применение обобщенного внешнего дифференциала к тензорнозначной         
0-форме ݓഥ  (вектору) 
ࣞݓഥ ൌ ࣞሺ ҧ݁ఈݓఈሻ ൌ ࣞሺ ҧ݁ఈሻݓఈ ൅ ሺെ1ሻ଴ ҧ݁ఈ۪ݓఈ ൌ ሺ׏ ҧ݁ఈሻݓఈ ൅ ҧ݁ఈ۪ ሚ݀ݓఈ
ൌ ҧ݁ఉ ٔ Γ෨   ఈ
ఉ ݓఈ ൅ ҧ݁ఈ۪ ሚ݀ݓఈ ൌ ҧ݁ఈ۪Γ෨   ఉ
ఈ ݓఉ ൅ ҧ݁ఈ۪ ሚ݀ݓఈ
ൌ ҧ݁ఈ۪൫ ሚ݀ݓఈ ൅ Γ෨   ఉ
ఈ ݓఉ൯ 
ࣞଶݓഥ ൌ ࣞሺࣞݓഥሻ ൌ ࣞ ቀ ҧ݁ఈ۪൫ ሚ݀ݓఈ ൅ Γ෨   ఉ
ఈ ݓఉ൯ቁ ൌ
ൌ ࣞ ҧ݁ఈٿ൫ ሚ݀ݓఈ ൅ Γ෨   ఉ
ఈ ݓఉ൯ ൅ ሺെ1ሻ଴ ҧ݁ఈ۪ࣞ൫ ሚ݀ݓఈ ൅ Γ෨   ఉ
ఈ ݓఉ൯ ൌ 
ൌ ׏ ҧ݁ఈٿ൫ ሚ݀ݓఈ ൅ Γ෨   ఉ
ఈ ݓఉ൯ ൅ ҧ݁ఈ۪൫ࣞ ሚ݀ݓఈ ൅ ൫ࣞΓ෨   ఉ
ఈ ൯ݓఉ ൅ ሺെ1ሻଵΓ෨   ఉ
ఈ ٿࣞݓఉ൯ ൌ
ൌ ҧ݁ఊ۪൫Γ෨   ఈ
ఊ ٿࣞݓఈ൯ ൅ ҧ݁ఊ۪൫Γ෨   ఈ
ఊ ٿΓ෨   ఉ
ఈ ݓఉ൯
൅ ҧ݁ఈ۪ ቆ ሚ݀ଶݓఈᇣᇤᇥ
଴
൅ ൫ ሚ݀Γ෨   ఉ
ఈ ൯ݓఉ െ Γ෨   ఉ
ఈ ٿ ሚ݀ݓఉቇ ൌ
ൌ ҧ݁ఊ۪൫Γ෨   ఈ
ఊ ٿ ሚ݀ݓఈ൯ ൅ ҧ݁ఊ۪Γ෨   ఈ
ఊ ٿΓ෨   ఉ
ఈ ݓఉ ൅ ҧ݁ఈ۪൫ ሚ݀Γ෨   ఉ
ఈ ൯ݓఉ
െ ҧ݁ఈ۪൫Γ෨   ఉ
ఈ ٿ ሚ݀ݓఉ൯ ൌ
ൌ ҧ݁ఊ۪൫Γ෨   ఈ
ఊ ٿ ሚ݀ݓఈ൯ ൅ ҧ݁ఈ۪Γ෨   ఊఈ ٿΓ෨   ఉ
ఊ ݓఉ ൅ ҧ݁ఈ۪൫ ሚ݀Γ෨   ఉ
ఈ ൯ݓఉ
െ ҧ݁ఊ۪൫Γ෨   ఈ
ఊ ٿ ሚ݀ݓఈ൯ ൌ ҧ݁ఈ۪ ቀ ሚ݀Γ෨   ఉ
ఈ ൅ Γ෨   ఊఈ ٿΓ෨   ఉ
ఊ ቁ ݓఉ. 
Обозначим скалярнозначную 2-форму в скобке через ෨࣬    ఉ
ఈ  – 2-форма кривиз-
ны. Тогда 
ࣞଶݓഥ ൌ ҧ݁ఈ۪ ෨࣬    ఉ
ఈ ݓఉ,                                     (1.10.1) 
где                                          ෨࣬    ఉ
ఈ ൌ ሚ݀Γ෨   ఉ
ఈ ൅ Γ෨   ఊఈ ٿΓ෨   ఉ
ఊ                                 (1.10.2) 
(1.10.2) – 2-ое структурное уравнение Картана. 
Получим в координатном базисе 2-ое структурное уравнение Картана. 
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෨࣬
   ఉ
ఈ ൌ ሚ݀Γ෨   ఉ
ఈ ൅ Γ෨   ఊఈ ٿΓ෨   ఉ
ఊ ,  базис ൛ ሚ݀ݔఈൟ 
2-форма                    ෨࣬    ఉ
ఈ ൌ ଵ
ଶ!
࣬   ఉఓఔ
ఈ ሚ݀ݔఓٿ ሚ݀ݔఔ, 
1-форма                    Γ෨   ఉ
ఈ ൌ Γ   ఉఔ
ఈ ሚ݀ݔఔሺିሻ, тогда  ൫ ሚ݀ଶݔఔ ൌ 0൯ 
ሚ݀൫Γ   ఉఔ
ఈ ሚ݀ݔఔ൯ ൌ ሚ݀Γ   ఉఔ
ఈ ٿ ሚ݀ݔఔ ൌ ߲ሾఓΓ   |ఉ|ఔሿ
ఈ ሚ݀ݔఓٿ ሚ݀ݔఔ 
Γ෨   ఊఈ ٿΓ෨   ఉ
ఊ ൌ Γ   ఊఓఈ ሚ݀ݔఓٿΓ   ఉఔ
ఊ ሚ݀ݔఔ ൌ Γ   ఊሾఓ
ఈ Γ   |ఉ|ఔሿ
ఊ ሚ݀ݔఓٿ ሚ݀ݔఔ 
Левая часть:           ଵ
ଶ!
࣬   ఉఓఔ
ఈ ሚ݀ݔఓٿ ሚ݀ݔఔ 
Правая часть:        ቀ߲ሾఓΓ   |ఉ|ఔሿ
ఈ ൅ Γ   ఊሾఓ
ఈ Γ   |ఉ|ఔሿ
ఊ ቁ ሚ݀ݔఓٿ ሚ݀ݔఔ 
 
࣬   ఉఓఔ
ఈ ൌ 2߲ሾఓΓ   |ఉ|ఔሿ
ఈ ൅ 2Γ   ఊሾఓ
ఈ Γ   |ఉ|ఔሿ
ఊ .                         (1.10.3)  
Это известное выражение для тензора кривизны Римана. 
 
§1.11 Тождество Бианки для кручения 
Найдем обобщенный внешний дифференциал ࣞ от тензорнозначной 2-
формы кручения ෨ܶෘ ൌ ҧ݁ఈ۪ ෨ܶ ఈ. 
ࣞ ෨ܶෘ ൌ ࣞ൫ ҧ݁ఈ۪ ෨ܶ ఈ൯ ൌ ࣞ ҧ݁ఈٿ ෨ܶ ఈ ൅ ሺെ1ሻ଴ ҧ݁ఈ۪ࣞ ෨ܶ ఈ ൌ ׏ ҧ݁ఈ ෨ܶ ఈ ൅ ҧ݁ఈ۪ ሚ݀ ෨ܶ ఈ
ൌ ቀ ҧ݁ఉ۪Γ෨   ఈ
ఉ ቁ ٿ ෨ܶ ఈ ൅ ҧ݁ఈ۪ ሚ݀൫ ሚ݀ߠ෨ఈ ൅ Γ෨   ఉ
ఈ ٿߠ෨ఉ൯ ൌ
ൌ ҧ݁ఉ۪ ቀΓ෨   ఈ
ఉ ٿ ෨ܶ ఈቁ ൅ ҧ݁ఈ۪ ቆ ሚ݀ଶߠ෨ఈᇣᇤᇥ
଴
൅ ሚ݀Γ෨   ఉ
ఈ ٿߠ෨ఉ ൅ ሺെ1ሻଵΓ෨   ఉ
ఈ ٿ ሚ݀ߠ෨ఉቇ ൌ
ൌ ҧ݁ఈ۪൫Γ෨   ఉ
ఈ ٿ ෨ܶఉ൯ ൅ ҧ݁ఈ۪൫ ሚ݀Γ෨   ఉ
ఈ ٿߠ෨ఉ െ Γ෨   ఉ
ఈ ٿ ሚ݀ߠ෨ఉ൯ ൌ
ൌ ҧ݁ఈ۪൫Γ෨   ఉ
ఈ ٿ ෨ܶఉ൯ ൅ ҧ݁ఈ۪ ൬ ሚ݀Γ෨   ఉ
ఈ ٿߠ෨ఉ െ Γ෨   ఉ
ఈ ٿ ቀ ෨ܶఉ െ Γ෨   ఊ
ఉ ٿߠ෨ఊቁ൰ ൌ
ൌ ҧ݁ఈ۪ ቀΓ෨   ఉ
ఈ ٿ ෨ܶఉ ൅ ሚ݀Γ෨   ఉ
ఈ ٿߠ෨ఉ െ Γ෨   ఉ
ఈ ٿ ෨ܶఉ ൅ Γ෨   ఉ
ఈ ٿΓ෨   ఊ
ఉ ٿߠ෨ఊቁ ൌ
ൌ ҧ݁ఈ۪൫ ሚ݀Γ෨   ఉ
ఈ ٿߠ෨ఉ ൅ ٿߠ෨ఉ൯ ൌ ҧ݁ఈ۪ ቀ ሚ݀Γ෨   ఉ
ఈ ൅ Γ෨   ఊఈ ٿΓ෨   ఉ
ఊ ቁ ٿߠ෨ఉ ൌ
ൌ ҧ݁ఈ۪൫ ෨࣬    ఉ
ఈ ٿߠ෨ఉ൯ ൌ ҧ݁ఈ۪ߠ෨ఉٿ ෨࣬    ఉ
ఈ  
ࣞ ෨ܶෘ ൌ ҧ݁ఈ۪൫ߠ෨ఉٿ ෨࣬    ఉ
ఈ ൯                                        (1.11.1) 
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(1.11.1) – 3-е структурное уравнение Картана или тождество Бианки для 
кручения. 
Получим формулу (1.11.1) в координатном базисе. 
ࣞ ෨ܶෘ ൌ ࣞ൫ ҧ݁ఈ۪ ෨ܶ ఈ൯ ൌ ࣞ ҧ݁ఈٿ ෨ܶ ఈ ൅ ҧ݁ఈ۪ ሚ݀ ෨ܶ ఈ ൌ
ൌ ׏ ҧ݁ఈٿ
1
2  ܶ  ఉఊ
ఈ ሚ݀ݔఉٿ ሚ݀ݔఊ ൅ ҧ݁ఈ۪ ሚ݀ ൬
1
2  ܶ  ఉఊ
ఈ ሚ݀ݔఉٿ ሚ݀ݔఊ൰ ൌ
ൌ
1
2
ቌ ҧ݁ఒ۪ Γ෨   ఈఒด
୻   ഀഌ
ഊ ௗ෨௫ഌ
ٿ ሚ݀ݔఉٿ ሚ݀ݔఊ  ܶ  ఉఊ
ఈ ൅ ҧ݁ఈ۪ ఒ߲  ܶ  ఉఊ
ఈ ሚ݀ݔఒٿ ሚ݀ݔఉٿ ሚ݀ݔఊቍ ൌ
ൌ
1
2
൫  ܶ  ఉఊ
ఈ Γ   ఈఔఒ ҧ݁ఒ۪ ሚ݀ݔఔٿ ሚ݀ݔఉٿ ሚ݀ݔఊ ൅ ఒ߲  ܶ  ఉఊ
ఈ ҧ݁ఈ۪ ሚ݀ݔఒٿ ሚ݀ݔఉٿ ሚ݀ݔఊ൯ ൌ
ൌ
1
2
൫  ܶ  ఉఊ
ఔ Γ   ఔఒ
ఈ ҧ݁ఈ۪ ሚ݀ݔఒٿ ሚ݀ݔఉٿ ሚ݀ݔఊ ൅ ఒ߲  ܶ  ఉఊ
ఈ ҧ݁ఈ۪ ሚ݀ݔఒٿ ሚ݀ݔఉٿ ሚ݀ݔఊ൯ ൌ 
ൌ
1
2
ҧ݁ఈ۪൫ ఒ߲  ܶ  ఉఊ
ఈ ൅ Γ   ఔఒ
ఈ
 ܶ  ఉఊ
ఔ െ Γ   ఉఒ
ఔ െ Γ   ఊఒ
ఔ ൅ Γ   ሾఉఒሿ
ఔ
 ܶ  ఔఊ
ఈ
൅ Γ  ሾ ఊఒሿ
ఔ
 ܶ  ఉఔ
ఈ ൯ ሚ݀ݔఒٿ ሚ݀ݔఉٿ ሚ݀ݔఊ ൌ
ൌ
1
2
ҧ݁ఈ۪ ൬׏ఒ  ܶ  ఉఊ
ఈ െ ൬െ
1
2
൰  ܶ  ఒఉ
ఔ
 ܶ  ఊఔ
ఈ െ
1
2
2  ܶ  ఒఉ
ఔ
 ܶ  ఊఔ
ఈ ൰ ሚ݀ݔఒٿ ሚ݀ݔఉٿ ሚ݀ݔఊ
ൌ
1
2
ҧ݁ఈ۪൫׏ఒ  ܶ  ఉఊ
ఈ െ  ܶ  ఒఉ
ఔ
 ܶ  ఊఔ
ఈ ൯ ሚ݀ݔఒٿ ሚ݀ݔఉٿ ሚ݀ݔఊ 
Компоненты левой части: ଵ
ଶ
൫׏ሾఒ  ܶ  ఉఊሿ
ఈ െ  ܶ  ሾఒఉ
ఔ
 ܶ  ఊሿఔ
ఈ ൯. 
ҧ݁ఈ۪൫ߠ෨ఉٿ ෨࣬    ఉ
ఈ ൯ ൌ ҧ݁ఈ۪൫ߠ෨ఉٿ࣬   ఉఓఔ
ఈ ሚ݀ݔఓٿ ሚ݀ݔఔ൯ ൌ ҧ݁ఈ۪൫ߠ෨ఒٿ࣬   ఒఉఊ
ఈ ሚ݀ݔఉٿ ሚ݀ݔఊ൯ ൌ
ൌ
1
2
ҧ݁ఈ۪൫࣬   ሾఒఉఊሿ
ఈ ൯ ሚ݀ݔఒٿ ሚ݀ݔఉٿ ሚ݀ݔఊ 
Компоненты правой части: ଵ
ଶ
࣬   ሾఒఉఊሿ
ఈ . 
Тождество Бианки для кручения в компонентном виде имеет вид: 
࣬   ሾఒఉఊሿ
ఈ ൌ ׏ሾఒ  ܶ  ఉఊሿ
ఈ െ  ܶ  ሾఒఉ
ఔ
 ܶ  ఊሿఔ
ఈ                             (1.11.2) 
в Vସ     ܶ  ఉఊ
ఈ ൌ 0           ࣬   ሾఒఉఊሿ
ఈ ൌ 0.                                                          (1.11.3) 
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Глава II 
Связность и кривизна многообразий с волновой метрикой 
§2.1 Уравнение Эйнштейна и волновая метрика 
Неевклидовы геометрии играют большую роль в прикладных вопросах 
современной теории естествознания. На основе неевклидовой геометрии 
строится теория гравитации. Современная теория гравитации – общая теория 
относительности, которая придала геометрический смысл гравитации, связав 
ее с римановой кривизной [6]. 
В основе общей теории относительности Эйнштейн положил принцип 
эквивалентности, суть которого заключается в локальной эквивалентности  
гравитационного поля и сил инерции, возникающих в неинерциальных сис-
тема отсчета, переход к которым может быть  осуществлен введением криво-
линейной системы координат. Величины, которые определяют в каждой дан-
ной криволинейной системе координат свойства геометрии, устанавливают, 
как известно, метрику пространства-времени ݃ఓఔ. В общей теории относи-
тельности ݃ఓఔ отождествляется с потенциалами гравитационного поля, а ко-
эффициенты связности Γ   ఓఔఒ , определяющие параллельный перенос вдоль 
кривых в данной геометрии, отождествляются с силой, причем эти коэффи-
циенты симметричны по первым двум индексам, то есть Γ  ஛஝
µ ൌ Γ  ఓఔఒ . При 
этом кривизна пространства-времени ࣬  ఔఓఒ  отлична от нуля и выражается че-
рез Γ  ఓఔఒ  по формуле (1.8.1).Основные динамические уравнения ОТО были 
получены независимо Гильбертом и Эйнштейном. При этом Гильберт полу-
чил уравнения на основе вариационного исчисления для системы «гравита-
ционное поле - материя», а Эйнштейн при получении уравнений гравитаци-
онного поля руководствовался тем принципом, что тензор энергии-импульса 
материи ఓܶఔ должен  порождать отличную от нуля кривизну пространства-
времени, а кривизна пространства-времени должна определять движение ма-
терии. Эти уравнения имеют следующий вид [8]: 
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ܩఓఔ ൌ ܴఓఔ െ
ଵ
ଶ
݃ఓఔܴ ൌ ߵ ఓܶఔ, 
где ܩఓఔ- бином Эйнштейна, построенный на основе ܴఓఔ – тензора Риччи и ܴ - 
скаляра, определенного в §8, а ߵ - коэффициент пропорциональности, кото-
рый называется гравитационной постоянной Эйнштейна. 
Рассмотрим вид уравнения Эйнштейна в пустоте. «Пустое» здесь озна-
чает отсутствие материи и каких-либо физических полей, за исключением 
самого гравитационного поля. Гравитационное поле не нарушает пустоты, 
все остальные поля нарушают. Итак, в пустоте уравнение Эйнштейна в силу 
равенства  нулю тензора энергии-импульса материи принимает вид: 
ܴఓఔ െ
ଵ
ଶ
݃ఓఔܴ ൌ 0.                                               (2.1.1) 
Свернем (2.1.1) по ߤ и ߥ. В результате получим: 
ܴ ൌ 0.                                                        (2.1.2) 
Таким образом в силу (2.1.2) уравнение Эйнштейна в пустоте имеет вид: 
ܴఓఔ ൌ 0.                                                     (2.1.3) 
Напомним следующее определение: 
Псевдоевклидовой метрикой [5] сигнатуры ሺ݌, ݍሻ на гладком многооб-
разии ܯ размеренности ݊ ൌ ݌ ൅ ݍ называется такая гладкая симметричная 
дифференциальная форма ݃ на ܯ, что для любой точки ݔ א ܯ форма ݃௫ на 
௫ܶሺܯሻ невырождена и имеет сигнатуру ሺ݌, ݃ሻ. Пара ሺܯ, ݃ሻ называется псев-
доримановым многообразием.  
Если ݃ ൌ 0 (то есть ݃௫ положительно определена), форма ݃ называется 
римановой метрикой, а пара ሺܯ, ݃ሻ - римановым многообразием. 
Если ݌ ൌ 1, а ݃ ൐ 0, то форма ݃ называется лоренцевой  метрикой, а 
пара ሺܯ, ݃ሻ - лоренцевым многообразием. 
В дальнейшем мы будем рассматривать псевдориманово многообразие 
с лоренцевой сигнатурой. 
The structural equations of Cartan and the wave solution Einstein's equation                              34 
 
Асимптотическое поведение гравитационных полей, создаваемых изо-
лированными источниками, как известно, имеет большое сходство с поведе-
нием плоских электромагнитных волн в пространстве-времени Минковского. 
Это стало мотивировкой  для Бонди, Пирани и Робинсона [11] дать строго 
групповое определение понятия плоских  гравитационных волн в пустом 
пространстве для метрического поля, удовлетворяющего двум постулатам: 
? Поле одинаково в любой точке волнового фронта. 
? Метрический тензор пространства-времени подобно векторному 
потенциалу плоских электромагнитных волн допускает опреде-
ленную группу симметрии. 
Накладывается условие, что эти волны обладают степенью симметрий, 
аналогичной той, которой обладает электромагнитная волна в плоском про-
странстве-времени. Симметрия плоских электромагнитных волновых полей 
настолько велика, что требование такой симметрии для гравитационных по-
лей автоматически влечет их волновой характер. Волновой характер прояв-
ляется во внутренних изотропных свойствах этих метрик. Это не «коорди-
натный вектор», чья метрика может быть преобразована к статической форме 
с помощью координатного преобразования. Изотропность становится види-
мой из физических свойств метрик. 
Если рассматривать плоскую электромагнитную волну, распростра-
няющуюся в положительном направлении оси ݖ, то очевидные свойства сим-
метрий такой волны заключаются в том, что существует 3-параметрическая 
группа преобразования пространства-времени Минковского в себя, остав-
ляющая электромагнитное поле неизменным. Это движения-трансляции в 
направлениях ݕ и ݖ вдоль изотропной 3-поверхности ݐ െ ݔ ൌ ܿ݋݊ݏݐ. Кроме 
этих очевидных симметрий существуют дополнительные симметрии плоской 
электромагнитной волны, которые менее очевидны, так как они являются 
внутренними 4-мерными. Эти симметрии описываются 2-параметрической 
группой движений, переводящей  изотропные 3-поверхности ݐ െ ݔ ൌ ܿ݋݊ݏݐ в 
себя. Эти движения называются «изотропными вращениями».  
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Плоские волны могут быть интерпретированы как гравитационные по-
ля на больших расстояниях от излучающих тел. 
Как известно [11], проблему гравитационных волн удобнее рассматривать в 
специальным образом выбранном координатном базисе [12], образованном 
двумя нулевыми (изотропными) векторами ҧ݁଴ ൌ ߲୴, ҧ݁ଵ ൌ ߲௨  и двумя про-
странственно-подобными ҧ݁ଶ ൌ ߲௫ ,  ҧ݁ଷ ൌ ߲௬ , причем вектор ҧ݁଴ ковариантно 
постоянен и направлен  вдоль волнового луча, а координаты ݔ и ݕ парамет-
ризуют волновую поверхность ሺݑ, vሻ ൌ ܿ݋݊ݏݐ. Метрический тензор в этом ба-
зисе 1-форм равен 
݃௔௕ ൌ ൮
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 െ1 0
0 0 0 െ1
൲                                         (2.1.4) 
Плоская волна метрики определяется как частный случай метрики 
плоско-фронтовых гравитационных волн с параллельными лучами            
(pp-волны), имеющий в указанном базисе вид [11]: 
݀ܵଶ ൌ 2ܪሺݔ, ݕ, ݑሻ݀ݑଶ ൅ 2݀ݑ݀ݒ െ ݀ݔଶ െ ݀ݕଶ,                (2.1.5) 
где координата ݑ имеет смысл запаздывающего времени и интерпретируется 
как фаза волны. Поэтому (2.1.5) – это волновая метрика. Метрике (2.1.5) со-
ответствует  базис из 1-форм: 
 ߠ෨଴ ൌ ܪ ሚ݀ݑ ൅ ሚ݀v,  ߠ෨ଵ ൌ ሚ݀ݑ,   ߠ෨ଶ ൌ ሚ݀ݔ,   ߠ෨ଷ ൌ ሚ݀ݕ.          (2.1.6) 
в котором эта метрика имеет вид 
݃ ൌ ݃௔௕ߠ෨௔ ٔ ߠ෨௕  
 
Найдем условие, при котором  метрика (2.1.5) является решением 
уравнения Эйнштейна в пустоте. Для этого вычислим геометрические  харак-
теристики многообразия без кручения, наделенного метрикой (2.1.5). 
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§2.2 1-формы связности и коэффициенты связности 
для волновой метрики. 
Получим вид 1-формы связности для волновой метрики (формула 
(2.1.5)) в случае, когда кручение ܯ равно нулю  ܶ  ௕௖௔ ൌ 0. Для этого использу-
ем формулу определяющую связность в следующем виде [13]: 
Γ෨௔௕ ൌ െ
ଵ
ଶ
ҧ݁ሼ௖ඏ൫ ҧ݁௔ۂ ሚ݀ߠ෨௕ሽ൯ߠ෨௖.                                    (2.2.1) 
Формула (2.2.1) получена в [13], где скобки { } называются скобками 
Схоутэна, и в компонентном виде совпадает с формулой (1.5.13). Используя 
описанный в параграфе §1 данной главы базис 1-форм (2.1.6), найдем внеш-
ний дифференциал от 1-формы базиса (2.1.6), пользуясь свойствами этого 
дифференциала: 
ሚ݀ߠ෨଴ ൌ െܪ௫ߠ෨ଵٿߠ෨ଶ െ ܪ௬ߠ෨ଵٿߠ෨ଷ ൌ െܪ௫ ሚ݀ݑٿ ሚ݀ݔ െ ܪ௬ ሚ݀ݑٿ ሚ݀ݕ , 
ሚ݀ߠ෨ଵ ൌ 0 ,       ሚ݀ߠ෨ଶ ൌ 0 ,        ሚ݀ߠ෨ଷ ൌ 0,             
(2.2.2) 
где введены следующие обозначения: 
 ܪ௫ - производная 
డு
డ௫
,  ܪ௬ – производная 
డு
డ௬
. 
После раскрытия скобки Схоутэна формула (2.2.1) принимает вид: 
Γ෨௔௕ ൌ െ
ଵ
ଶ
ൣ݃௕ௗ൫ ҧ݁௔ۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ െ ݃௔ௗ൫ ҧ݁௕ۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ െ ݃௖ௗ ҧ݁௔ۂ൫ ҧ݁௕ۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ߠ෨௖൧     (2.2.3) 
Используя формулу (2.2.3) получим: 
Γ෨଴଴ ൌ െ
1
2
ൣ݃଴ௗ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ െ ݃଴ௗ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ െ ݃௖ௗ ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ߠ෨௖൧ ൌ
ൌ െ
1
2
ൣ݃଴ௗ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ െ ݃଴ௗ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ െ ݃଴ௗ ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ߠ෨଴
െ ݃ଵௗ ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ߠ෨ଵ െ ݃ଶௗ ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ߠ෨ଶ െ ݃ଷௗ ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ߠ෨ଷ൧ ൌ 
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ൌ െ
1
2
൥൭݃଴଴ด
଴
൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ െ ݃଴଴ด
଴
൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ െ ݃଴଴ด
଴
ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ߠ෨଴
െ ݃ଵ଴ด
ଵ
ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ߠ෨ଵ െ ݃ଶ଴ด
଴
ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ߠ෨ଶ െ ݃ଷ଴ด
଴
ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ߠ෨ଷ൰
൅ ൭݃଴ଵด
ଵ
൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ଵ൯ െ ݃଴ଵด
ଵ
൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ଵ൯ െ ݃଴ଵด
ଵ
ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ଵ൯ߠ෨଴
െ ݃ଵଵด
଴
ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ଵ൯ߠ෨ଵ െ ݃ଶଵด
଴
ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ଵ൯ߠ෨ଶ െ ݃ଷଵด
଴
ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ଵ൯ߠ෨ଷ൰
൅ ൭݃଴ଶด
଴
൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ଶ൯ െ ݃଴ଶด
଴
൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ଶ൯ െ ݃଴ଶด
଴
ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ଶ൯ߠ෨଴
െ ݃ଵଶด
଴
ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ଶ൯ߠ෨ଵ െ ݃ଶଶด
ିଵ
ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ଶ൯ߠ෨ଶ െ ݃ଷଶด
଴
ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ଶ൯ߠ෨ଷ൰
൅ ൭݃଴ଷด
଴
൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ଷ൯ െ ݃଴ଷด
଴
൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ଷ൯ െ ݃଴ଷด
଴
ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ଷ൯ߠ෨଴
െ ݃ଵଷด
଴
ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ଷ൯ߠ෨ଵ െ ݃ଶଷด
଴
ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ଷ൯ߠ෨ଶ െ ݃ଷଷด
ିଵ
ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ଷ൯ߠ෨ଷ൰൩
ൌ െ
1
2
ൣെ ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ߠ෨ଵ൧ ൌ 0 . 
При дальнейшем вычислении будем использовать формулы (2.2.2). От-
куда следует, что есть смысл рассматривать лишь суммационный индекс 
݀ ൌ 0, так как при всех остальных внешние дифференциалы от базисных      
1-форм (2.1.6) зануляются. Определив однозначно ݀ и используя метрику 
(2.1.5), можем утверждать, что последнее слагаемое не равно нулю только 
при суммационном индексе ൌ 1 (Приложение 2) 
Следовательно: 
Γ෨ଵଶ ൌ ܪ௫ߠ෨ଵ ,   Γ෨ଶଵ ൌ െܪ௫ߠ෨ଵ , 
Γ෨ଵଷ ൌ ܪ௬ߠ෨ଵ,    Γ෨ଷଵ ൌ െܪ௬ߠ෨ଵ  .                                (2.2.4) 
Теперь получим вид 1-формы связности. Будем использовать известное со-
отношение:  
Γ෨   ௖௔ ൌ ݃௔௕Γ෨௕௖                                                 (2.2.5) 
The structural equations of Cartan and the wave solution Einstein's equation                              38 
 
Γ෨   ଵ௔ ൌ ݃௔௕Γ෨௕ଵ ൌ ݃௔଴Γ෨଴ଵ ൅ ݃௔ଵΓ෨ଵଵ ൅ ݃௔ଶΓ෨ଶଵ ൅ ݃௔ଷΓ෨ଷଵ . 
Для нахождения 1-формы связности переберем все возможные значения ин-
декса ܽ. 
Γ෨   ଵ
଴ ൌ ݃଴௕Γ෨௕ଵ ൌ ݃଴଴ต
଴
Γ෨଴ଵด
଴
൅ ݃଴ଵ Γ෨ଵଵด
଴
൅ ݃଴ଶต
଴
Γ෨ଶଵ ൅ ݃଴ଷต
଴
Γ෨ଷଵ ൌ 0  , 
Γ෨   ଵଵ ൌ ݃ଵ଴ Γ෨଴ଵด
଴
൅ ݃ଵଵต
଴
Γ෨ଵଵด
଴
൅ ݃ଵଶต
଴
Γ෨ଶଵ ൅ ݃ଵଷต
଴
Γ෨ଷଵ ൌ 0 , 
Γ෨   ଵଶ ൌ ݃ଶ଴ต
଴
Γ෨଴ଵ ൅ ݃ଶଵต
଴
Γ෨ଵଵ ൅ ݃ଶଶต
ିଵ
Γ෨ଶଵ ൅ ݃ଶଷต
଴
Γ෨ଷଵ ൌ െΓ෨ଶଵ  , 
Γ෨   ଵଷ ൌ ݃ଷ଴ต
଴
Γ෨଴ଵ ൅ ݃ଷଵต
଴
Γ෨ଵଵ ൅ ݃ଷଶต
଴
Γ෨ଶଵ ൅ ݃ଷଷต
ିଵ
Γ෨ଷଵ ൌ െΓ෨ଷଵ  , 
Γ෨   ଶ௔ ൌ ݃௔௕Γ෨௕ଶ ൌ ݃௔଴Γ෨଴ଶ ൅ ݃௔ଵΓ෨ଵଶ ൅ ݃௔ଶΓ෨ଶଶ ൅ ݃௔ଷΓ෨ଷଶ  , 
Γ෨   ଶ
଴ ൌ ݃଴଴ต
଴
Γ෨଴ଶ ൅ ݃଴ଵต
ଵ
Γ෨ଵଶ ൅ ݃଴ଶต
଴
Γ෨ଶଶ ൅ ݃଴ଷต
଴
Γ෨ଷଶ ൌ Γ෨ଵଶ  , 
߁෨   ଶଵ ൌ ݃ଵ଴ต
ଵ
߁෨଴ଶด
଴
൅ ݃ଵଵต
଴
߁෨ଵଶ ൅ ݃ଵଶต
଴
߁෨ଶଶ ൅ ݃ଵଷต
଴
߁෨ଷଶ ൌ 0  , 
Γ෨   ଶଶ ൌ ݃ଶ଴ต
଴
Γ෨଴ଶ ൅ ݃ଶଵต
଴
Γ෨ଵଶ ൅ ݃ଶଶต
଴
Γ෨ଶଶ ൅ ݃ଶଷต
଴
Γ෨ଷଶ ൌ 0  , 
Γ෨   ଶଷ ൌ ݃ଷ଴ต
଴
Γ෨଴ଶ ൅ ݃ଷଵต
଴
Γ෨ଵଶ ൅ ݃ଷଶต
଴
Γ෨ଶଶ ൅ ݃ଷଷต
ିଵ
Γ෨ଷଶด
଴
ൌ 0  , 
Γ෨   ଷ௔ ൌ ݃௔௕Γ෨௕ଷ ൌ ݃௔଴Γ෨଴ଷ ൅ ݃଴ଵΓ෨ଵଷ ൅ ݃௔ଶΓ෨ଶଷ ൅ ݃௔ଷΓ෨ଷଷ  , 
Γ෨   ଷ
଴ ൌ ݃଴଴ต
଴
Γ෨଴ଷ ൅ ݃଴ଵต
ଵ
Γ෨ଵଷ ൅ ݃଴ଶต
଴
Γ෨ଶଷ ൅ ݃଴ଷต
଴
Γ෨ଷଷ ൌ Γ෨ଵଷ  , 
Γ෨   ଷଵ ൌ ݃଴ଵต
ଵ
Γ෨଴ଷด
଴
൅ ݃ଵଵต
଴
Γ෨ଵଷ ൅ ݃ଵଶต
଴
Γ෨ଶଷ ൅ ݃ଵଷต
଴
Γ෨ଷଷ ൌ 0  , 
Γ෨   ଷଶ ൌ ݃ଶ଴ต
଴
Γ෨଴ଷ ൅ ݃ଶଵต
଴
Γ෨ଵଷ ൅ ݃ଶଶต
ିଵ
Γ෨ଶଷด
଴
൅ ݃ଶଷต
଴
Γ෨ଷଷ ൌ 0  , 
Γ෨   ଷଷ ൌ ݃ଷ଴ต
଴
Γ෨଴ଷ ൅ ݃ଷଵต
଴
Γ෨ଵଷ ൅ ݃ଷଶต
଴
Γ෨ଶଷ ൅ ݃ଷଷต
ିଵ
Γ෨ଷଷด
଴
ൌ 0  , 
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Таким образом, получим: 
߁෨ ଶ
଴ ൌ ܪ௫ ሚ݀ݑ
߁෨   ଷ
଴ ൌ ܪ௬ ሚ݀ݑ           
߁෨   ଵଶ ൌ ܪ௫ ሚ݀ݑ  
߁෨ ଵଷ ൌ ܪ௬ ሚ݀ݑ 
(2.2.6)   
Все остальные 1-формы связности равны нулю. 
Далее получим явный вид коэффициентов связности. Напомним, что 1-
формы связности связаны с коэффициентами связности следующим образом: 
Γ෨   ఉ
ఈ ൌ Γ   ఉఊ
ఈ ߠ෨ఊ  , 
То есть Γ   ఉఊ
ఈ  являются компонентами 1-формы связности Γ෨   ఉ
ఈ  . 
Тогда раскроем суммационный индекс: 
Γ෨   ଶ
଴ ൌ Γ   ଶఊ
଴ ߠ෨ఊ ൌ Γ   ଶ଴
଴ ߠ෨଴ ൅ Γ   ଶଵ
଴ ߠ෨ଵ ൅ Γ   ଶଶ
଴ ߠ෨ଶ ൅ Γ   ଶଷ
଴ ߠ෨ଷ. 
С другой стороны, согласно (2.2.6) имеем: Γ෨   ଶ଴ ൌ ܪ௫ ሚ݀ݑ. 
Приравниваем коэффициенты при ߠ෨ଵ: 
ડ   ૛૚
૙ ൌ ࡴ࢞. 
Γ෨   ଷ
଴ ൌ Γ   ଷఊ
଴ ߠ෨ఊ ൌ Γ   ଷ଴
଴ ߠ෨଴ ൅ Γ   ଷଵ
଴ ߠ෨ଵ ൅ Γ   ଷଶ
଴ ߠ෨ଶ ൅ Γ   ଷଷ
଴ ߠ෨ଷ, 
С другой стороны по (2.2.6) имеем: Γ෨   ଷ଴ ൌ ܪ௬ ሚ݀ݑ. 
Приравниваем коэффициенты при ߠ෨ଵ: 
ࢣ   ૜૚
૙ ൌ ࡴ࢟. 
Γ෨   ଵଶ ൌ Γ   ଵఊଶ ߠ෨ఊ ൌ Γ   ଵ଴ଶ ߠ෨଴ ൅ Γ   ଵଵଶ ߠ෨ଵ ൅ Γ   ଵଶଶ ߠ෨ଶ ൅ Γ   ଵଷଶ ߠ෨ଷ. 
С другой стороны имеем: Γ෨   ଵଶ ൌ ሚ݀ݑ. 
Приравниваем коэффициенты при ߠ෨ଵ: 
ડ   ૚૚
૛ ൌ ࡴ࢞. 
Γ෨   ଵଷ ൌ Γ   ଵఊଷ ߠ෨ఊ ൌ Γ   ଵ଴ଷ ߠ෨଴ ൅ Γ   ଵଵଷ ߠ෨ଵ ൅ Γ   ଵଶଷ ߠ෨ଶ ൅ Γ   ଵଷଷ ߠ෨ଷ. 
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С другой стороны имеем:  Γ෨   ଵଷ ൌ ܪ௬ ሚ݀ݑ. 
Приравниваем коэффициенты при ߠ෨ଵ: 
ડ   ૚૚
૜ ൌ ࡴ࢟. 
Можем выписать коэффициенты связности в виде матриц следующим обра-
зом: 
Γ   ఈఉ
଴ ൌ ൮
0 0 0 0
0 0 0 0
0 ܪ௫ 0 0
0 ܪ௬ 0 0
൲                       Γ   ఈఉଵ ൌ ൮
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
൲ 
Γ   ఈఉ
ଶ ൌ ൮
0 0 0 0
0 ܪ௫ 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
൲                       Γ   ఈఉ
ଷ ൌ ൮
0 0 0 0
0 ܪ௬ 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
൲ 
    
§2.3 2-форма кривизны, тензор Римана и тензор Риччи для волновой 
метрики на многообразиях без кручения 
Для вычисления 2-формы кривизны используется второе структурное урав-
нение Картана, рассмотренное в §10 первой главы. Это уравнение имеет вид: 
෨࣬
   ఉ
ఈ ൌ ሚ݀Γ෨   ఉ
ఈ ൅ Γ෨   ఊఈ ٿΓ෨   ఉ
ఊ   . 
Данное структурное уравнение Картана можно расписать в следующем виде: 
෨࣬
   ఉ
ఈ ൌ ሚ݀Γ෨   ఉ
ఈ ൅ Γ෨   ଴ఈ ٿΓ෨   ఉ
଴ ൅ Γ෨   ଵఈ ٿΓ෨   ఉ
ଵ ൅ Γ෨   ଶఈ ٿΓ෨   ఉ
ଶ ൅ Γ෨   ଷఈ ٿΓ෨   ఉ
ଷ   . 
Отличные от нуля выражения для 2-формы кривизны примут вид: 
෨࣬    ଶ
଴ ൌ ܪ௫௫ߠ෨ଶٿߠ෨ଵ ൅ ܪ௫௬ߠ෨ଷٿߠ෨ଵ 
෨࣬    ଷ
଴ ൌ ܪ௬௬ߠ෨ଷٿߠ෨ଵ ൅ ܪ௬௫ߠ෨ଶٿߠ෨ଵ 
෨࣬    ଵଶ ൌ ܪ௫௫ߠ෨ଶٿߠ෨ଵ ൅ ܪ௫௬ߠ෨ଷٿߠ෨ଵ 
෨࣬    ଵଷ ൌ ܪ௬௬ߠ෨ଷٿߠ෨ଵ ൅ ܪ௬௫ߠ෨ଶٿߠ෨ଵ 
(2.3.1) 
Вывод изложен в Приложении 3. 
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Далее, на основе разложения 2-формы по базису, рассчитаем компоненты 
тензора Римана: 
෨࣬    ௕
௔ ൌ ଵ
ଶ
ܴ   ௕௖ௗ
௔ ߠ෨௖ٿߠ෨ௗ  ܿ ൏ ݀ധധധധധധധ  ܴ   ௕௖ௗ
௔ ߠ෨௖ٿߠ෨ௗ  . 
Тогда: 
෨࣬    ଶ
଴   ܿ ൏ ݀ധധധധധധധ  ܴ   ଶ௖ௗ
଴ ߠ෨௖ٿߠ෨ௗ
ൌ ܴ   ଶ଴ଵ
଴ ߠ෨଴ٿߠ෨ଵ ൅ ܴ   ଶ଴ଶଶ ߠ෨଴ٿߠ෨ଶ ൅ ܴ   ଶ଴ଷ
଴ ߠ෨଴ٿߠ෨ଷ ൅ ܴ   ଶଵଶ
଴ ߠ෨ଵٿߠ෨ଶ
൅ ܴ   ଶଵଷ
଴ ߠ෨ଵٿߠ෨ଷ ൅ ܴ   ଶଶଷ
଴ ߠ෨ଶٿߠ෨ଷ  . 
С другой стороны, согласно (2.3.1): 
෨࣬    ଶ
଴ ൌ ܪ௫௫ߠ෨ଶٿߠ෨ଵ ൅ ܪ௫௬ߠ෨ଷٿߠ෨ଵ  . 
Приравниваем коэффициенты при ߠ෨ଶٿߠ෨ଵ и ߠ෨ଷٿߠ෨ଵ, остальные нули. С учетом 
антисиммтрии по двум первым и двум последним индексам, получаем: 
െࡾ   ૛૚૛
૙ ൌ ࡾ   ૛૛૚
૙ ൌ ࡴ࢞࢞  ,    െࡾ   ૛૚૜૙ ൌ ࡾ   ૛૜૚૙ ൌ ࡴ࢞࢟  . 
Аналогично: 
෨࣬    ଷ
଴   ܿ ൏ ݀ധധധധധധധ  ܴ   ଷ௖ௗ
଴ ߠ෨௖ٿߠ෨ௗ
ൌ ܴ   ଷ଴ଵ
଴ ߠ෨଴ٿߠ෨ଵ ൅ ܴ   ଷ଴ଶ
଴ ߠ෨଴ٿߠ෨ଶ ൅ ܴ   ଷ଴ଷ
଴ ߠ෨଴ٿߠ෨ଷ ൅ ܴ   ଷଵଶ
଴ ߠ෨ଵٿߠ෨ଶ
൅ ܴ   ଷଵଷ
଴ ߠ෨ଵٿߠ෨ଷ ൅ ܴ   ଷଶଷ
଴ ߠ෨ଶٿߠ෨ଶ  . 
С другой стороны: 
෨࣬    ଷ
଴ ൌ ܪ௬௫ߠ෨ଶٿߠ෨ଵ ൅ ܪ௬௬ߠ෨ଷٿߠ෨ଵ  . 
Приравниваем последовательно коэффициенты при ߠ෨ଶٿߠ෨ଵ и ߠ෨ଷٿߠ෨ଵ, осталь-
ные нули. С учетом антисимметрии по последним индексам, получаем от-
личные от нуля коэффициента тензора Римана: 
െࡾ   ૜૚૛
૙ ൌ ࡾ   ૜૛૚
૙ ൌ ࡴ࢟࢞  ,  െࡾ   ૜૚૜૙ ൌ ࡾ   ૜૜૚૙ ൌ ࡴ࢟࢟  . 
෨࣬   ଵଶ   ܿ ൏ ݀ധധധധധധധ  ܴ   ଵ௖ௗ
ଶ ߠ෨௖ٿߠ෨ௗ
ൌ ܴ   ଵ଴ଵଶ ߠ෨଴ٿߠ෨ଵ ൅ ܴ   ଵ଴ଶଶ ߠ෨଴ٿߠ෨ଶ ൅ ܴ   ଵ଴ଷଶ ߠ෨଴ٿߠ෨ଷ ൅ ܴ   ଵଵଶଶ ߠ෨ଵٿߠ෨ଶ
൅ ܴ   ଵଵଷଶ ߠ෨ଵٿߠ෨ଷ ൅ ܴ   ଵଶଷଶ ߠ෨ଶٿߠ෨ଷ  . 
С другой стороны: 
෨࣬    ଵଶ ൌ ܪ௫௫ߠ෨ଶٿߠ෨ଵ ൅ ܪ௫௬ߠ෨ଷٿߠ෨ଵ  . 
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Приравниваем коэффициенты при ߠ෨ଶٿߠ෨ଵ и ߠ෨ଷٿߠ෨ଵ, остальные нули: 
െࡾ   ૚૚૛
૛ ൌ ࡾ   ૚૛૚
૛ ൌ ࡴ࢞࢞  ,   ࡾ   ૚૜૚૛ ൌ െࡾ   ૚૚૜૛ ൌ ࡴ࢞࢟  . 
Далее: 
෨࣬    ଵଷ   ܿ ൏ ݀ധധധധധധധ  ܴ   ଵ௖ௗ
ଷ ߠ෨௖ٿߠ෨ௗ
ൌ ܴ   ଵ଴ଵଷ ߠ෨଴ٿߠ෨ଵ ൅ ܴ   ଵ଴ଶଷ ߠ෨଴ٿߠ෨ଶ ൅ ܴ   ଵ଴ଷଷ ߠ෨଴ٿߠ෨ଷ ൅ ܴ   ଵଵଶଷ ߠ෨ଵٿߠ෨ଶ
൅ ܴ   ଵଵଷଷ ߠ෨ଵٿߠ෨ଷ ൅ ܴ   ଵଶଷଷ ߠ෨ଶٿߠ෨ଷ  . 
С другой стороны: 
෨࣬    ଵଷ ൌ ܪ௬௫ߠ෨ଶٿߠ෨ଵ ൅ ܪ௬௬ߠ෨ଷٿߠ෨ଵ  . 
Приравниваем коэффициенты при ߠ෨ଶٿߠ෨ଵ и ߠ෨ଷٿߠ෨ଵ соответственно, остальные 
нули. Получаем компоненты тензора Римана: 
ࡾ   ૚૛૚
૜ ൌ െࡾ   ૚૚૛
૜ ൌ ࡴ࢟࢞  ,   ࡾ   ૚૜૚૜ ൌ െࡾ   ૚૚૜૜ ൌ ࡴ࢟࢟ . 
Таким образом, получим следующие отличные от нуля компоненты тензора 
Римана: 
ܴ ଶଶଵ
଴ ൌ െܴ ଶଵଶ
଴ ൌ ܪ௫௫ 
ܴ   ଷଶଵ
଴ ൌ െܴ   ଷଵଶ
଴ ൌ ܪ௬௫ 
ܴ   ଷଷଵ
଴ ൌ െܴ   ଷଵଷ
଴ ൌ ܪ௬௬ 
ܴ   ଶଷଵ
଴ ൌ െܴ   ଶଵଷ
଴ ൌ ܪ௫௬ 
ܴ   ଵଶଵଶ ൌ െܴ   ଵଵଶଶ ൌ ܪ௫௫ 
ܴ   ଵଷଵଶ ൌ െܴ   ଵଵଷଶ ൌ ܪ௫௬ 
ܴ ଵଶଵଷ ൌ െܴ ଵଵଶଷ ൌ ܪ௬௫ 
ܴ ଵଷଵଷ ൌ െܴ ଵଵଷଷ ൌ ܪ௬௬ 
(2.3.2) 
Напомним вид уравнения Эйнштейна в пустом пространстве: 
ܴ௔௕ െ
ଵ
ଶ
݃௔௕ܴ ൌ 0  .                                         (2.3.3) 
Правая часть уравнения равна нулю, так как тензор энергии-импульса мате-
рии в пустоте отсутствует. Как говорилось в первом параграфе данной главы, 
уравнение (2.3.3) в пустом пространстве имеет вид: 
ܴ௔௕ ൌ 0  .                                               (2.3.4) 
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Получим вид этого уравнения для метрики (2.1.4), используя вычисленные 
компоненты тензора Римана (2.3.2). Для вычисления тензора Риччи исполь-
зуем его определение: 
ܴ௔௕ ൌ ܴ   ௔௖௕
௖ ൌ ܴ   ௔ௗ௕
௖ ߜ ௖ௗ  ,                                  (2.3.5) 
Где ܴ   ௔ௗ௕௖  – компоненты тензора Риччи, вычисленные выше, а ߜ ௖ௗ - символ 
Кронекера. 
ܴ଴଴ ൌ ܴ   ଴଴଴
଴ ߜ଴
଴ ൅ ܴ   ଴ଵ଴
଴ ߜଵ
଴ ൅ ܴ   ଴ଶ଴
଴ ߜଶ
଴ ൅ ܴ   ଴ଷ଴
଴ ߜଷ
଴ ൅ ܴ   ଴଴଴ଵ ߜ଴ଵ ൅ ܴ   ଴ଵ଴ଵ ߜଵଵ
൅ ܴ   ଴ଶ଴ଵ ߜଶଵ ൅ ܴ   ଴ଷ଴ଵ ߜଷଵ ൅ ܴ   ଴଴଴ଶ ߜ଴ଶ ൅ ܴ   ଴ଵ଴ଶ ߜଵଶ ൅ ܴ   ଴ଶ଴ଶ ߜଶଶ ൅ ܴ   ଴ଷ଴ଶ ߜଷଶ
൅ ܴ   ଴଴଴ଷ ߜ଴ଷ ൅ ܴ   ଴ଵ଴ଷ ߜଵଷ ൅ ܴ   ଴ଶ଴ଷ ߜଶଷ ൅ ܴ   ଴ଷ଴ଷ ߜଷଷ  . 
Используя определение символа Кронекера и (2.3.2) получим следующий вид 
последнего равенства: 
ܴ଴଴ ൌ ܴ   ଴଴଴
଴ᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଴ଵ଴ଵᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଴ଶ଴ଶᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଴ଷ଴ଷᇣᇤᇥ
଴
ൌ 0  . 
Аналогично вычислим и все остальные компонента тензора Риччи. 
(Приложение 4.) 
Итак, только одна компонента тензора Риччи отлична от нуля, а именно: 
ܴଵଵ ൌ ܪ௫௫ ൅ ܪ௬௬  .                                              (2.3.6) 
 Теперь проверим, что скалярная кривизна ܴ для рассмотренной волно-
вой метрики в многообразии без кручения равна нулю. 
При доказательстве будем использовать определение ܴ: 
ܴ ൌ ܴ௔௕݃௔௕ ൌ ܴଵଵ ݃ଵଵต
଴
ൌ 0  .                                   (2.3.7) 
Итак, в результате проведенных вычислений для волновой метрики 
(2.1.5) на многообразиях с нулевым кручением получили следующее уравне-
ние: 
ܪ௫௫ ൅ ܪ௬௬ ൌ 0  .                                            (2.3.8) 
или 
The structural equations of Cartan and the wave solution Einstein's equation                              44 
 
డு
డ௫మ
൅ డு
డ௬మ
ൌ 0  .                                            (2.3.9) 
Уравнение (2.3.9) – это дифференциальное уравнение эллиптического типа, 
называемое уравнением Лапласа. Это уравнение (2.3.9) является искомым 
условием, при котором волновая метрика (2.1.5) является решением уравне-
ния Эйнштейна в пустоте. 
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Заключение 
В работе было найдено условие, при котором волновая метрика рима-
нова пространства является решением уравнения Эйнштейна в пустоте. Для 
этого сначала были изучены геометрические структуры на дифференцируе-
мом многообразии: связность, кривизна и кручение связности. При этом ис-
пользуется такой аналитический аппарат дифференциальной геометрии, как 
исчисление внешних дифференциальных форм. 
 На основам дифференциальной геометрии был сделан реферативный 
обзор по прилагаемой литературе, все использованные в работе формулы 
были вычислены и изложены в единой системе обозначений. На основе 
внешнего дифференциального исчисления были выведены структурные 
уравнения Картана. Первое структурное уравнение, описывающее такую 
геометрическую структуру многообразия, как кручение связности, было вы-
ведено на основе понятия канонической векторнозначной 1-формы и свойст-
ва обобщенного внешнего дифференциала. При получении второго струк-
турного уравнения Картана для 2-формы кривизны используется формула 
для обобщенного внешнего дифференциала от векторнозначной базисной 0-
формы. На основе первого структурного уравнения Картана выводится фор-
мула, позволяющая определить 1-форму связности риманова пространства 
(при равном нулю кручении). 
 Далее, используя первое и второе структурные уравнения Картана для 
многообразия без кручения наделенного волновой метрикой, в работе были 
вычислены: 1-формы связности и коэффициенты связности, а также 2-формы 
кривизны, тензор Римана, тензор Риччи и скаляр кривизны. 
 На основе вычисленных геометрических характеристик многообразия 
получен вид уравнения Эйнштейна в пустоте. Это уравнение является  диф-
ференциальным уравнением эллиптического типа, называемое уравнением 
Лапласа и представляющее собой сумму вторых частных производных от 
функции волновой метрики по соответствующим координатам. Полученное 
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уравнение является искомым условием, при котором рассматриваемая волно-
вая метрика является решением уравнения Эйнштейна в пустоте. 
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Приложение 1 
Рассмотрим многообразия, где метрика и связность согласованы, и по-
лучим выражение для коэффициентов связности через метрический тензор.  
׏஑݃ఉఊ ൌ ߲ఈ݃ఉఊ െ Γ  ఉఈ
ఙ ݃ఙఊ െ Γ  ఊఈ ఙ ݃ఉఙ ൌ 0 
׏ఉ݃ఊఈ ൌ ఉ߲݃ఊఈ െ Γ  ఊఉ 
ఙ ݃ఙఈ െ Γ  ఈఉ 
ఙ ݃ఊఙ ൌ 0 
׏ఊ݃ఈఉ ൌ ߲ఊ݃ఈఉ െ Γ   ఈఊఙ ݃ఙఉ െ Γ   ఉఊ
ఙ ݃ఈఙ ൌ 0 
൫݃ఈఉ ൌ ݃ු൫ ҧ݁ఈ, ҧ݁ఉ൯ ൌ ҧ݁ఈ · ҧ݁ఉ ൌ ҧ݁ఉ · ҧ݁ఈ ൌ ݃ු൫ ҧ݁ఉ, ҧ݁ఈ൯ ൌ ݃ఉఈ൯ 
׏஑݃ఉఊ ൅ ׏ఉ݃ఊఈ െ ׏ఊ݃ఈఉ ൌ ߲ఈ݃ఉఊ ൅ ఉ߲݃ఊఈ െ ߲ఊ݃ఈఉ െ ൫Γ  ఉఈ
ఙ ൅ Γ  ఈఉ 
ఙ ൯ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
ଶ୻  ሺഀഁሻ 
഑
݃ఙఊ ൅
൅൫Γ   ఈఊఙ െ Γ  ఊఈ ఙ ൯ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
ଶ୻   ሾഀംሿ
഑
݃ఙఉ ൅ ൫Γ   ఉఊ
ఙ െ Γ  ఊఉ 
ఙ ൯ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
ଶ୻   ሾഁംሿ
഑
݃ఈఙ ൌ 0  
Многообразия, на которых антисимметричная часть связности равна 
нулю, называются многообразиями Римана (ࢂ૝). В Vସ метрический тензор и 
связность согласованы, и связность симметрична (т.е. Γ   ఉఊ
ఙ ൌ Γ   ఊఉ
ఙ ). 
Пространства, на которых антисимметричная часть связности отлична 
от нуля, то есть, пространства с кручением (ࢁ૝), впервые были рассмотре-
ны французским математиком Э. Картаном. На этих пространствах при па-
раллельном переносе вектора сам контур не замыкается, и компоненты тен-
зора кручения  имеют вид: 2Γ   ሾఉఊሿ
ఙ ൌ  ܶ  ఊఉ
ఙ . 
߲ఈ݃ఉఊ ൅ ఉ߲݃ఊఈ െ ߲ఊ݃ఈఉ െ 2Γ  ሺఈఉሻ
ఙ ݃ఙఊ െ 2Γ  ሾఈఉሿ
ఙ ݃ఙఊ ൅ 2Γ  ሾఈఉሿ
ఙ ݃ఙఊ ൅ 
൅2Γ   ሾఈఊሿ
ఙ ݃ఙఉ ൅ 2Γ   ሾఉఊሿ
ఙ ݃ఈఙ ൌ 0 
߲ఈ݃ఉఊ ൅ ఉ߲݃ఊఈ െ ߲ఊ݃ఈఉ െ 2Γ  ఈఉ 
ఙ ݃ఙఊ െ  ܶ  ఈఉ
ఙ ݃ఙఊ ൅  ܶ  ఊఈఙ ݃ఙఉ െ  ܶ  ఉఊ
ఙ ݃ఈఙ ൌ 0 
Γ  ఈఉ 
ఙ ݃ఙఊ ൌ
1
2
൫߲ఈ݃ఉఊ ൅ ఉ߲݃ఊఈ െ ߲ఊ݃ఈఉ െ ఈܶఉఊ ൅ ఉܶఊఈ െ ఊܶఈఉ൯ 
Γ  ఈఉ 
ఙ ݃ఙఊ݃ఊఒᇣᇧᇤᇧᇥ
ఋ഑
ഊ
ൌ
1
2
݃ఊఒ൫߲ఈ݃ఊఉ ൅ ఉ߲݃ఈఊ െ ߲ఊ݃ఈఉ ൅ ఈܶఊఉ െ ఉܶఈఊ ൅ ఊܶఉఈ൯ 
введем обозначение: ߲ఎ݃ఛఝ ൌ ݃ఛఝ,ఎ 
Γ  ఈఉ 
ఙ ൌ
1
2
݃ఒఊ൫݃ఊఉ,ఈ ൅ ݃ఈఊ,ఉ െ ݃ఉఈ,ఊ൯ ൅
1
2
൫ ఈܶ   ఉ
  ఒ ൅  ܶ  ఉఈ
ఒ െ ఉܶఈ
     ఒ൯ 
Γ  ఓఔ ఒ ൌ
1
2
݃ఙఒ൫݃ఙఔ,ఓ െ ݃ఔఓ,ఙ ൅ ݃ఓఙ,ఔ൯ ൅
1
2
൫  ܶ  ఔఓఒ െ ఔܶఓ     ఒ ൅ ఓܶ   ఔ  ఒ ൯ 
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Γ  ఓఔ ఒ ൌ
1
2
݃ఙఒ൫ ఓ߲݃ఔఙ ൅ ߲ఔ݃ఙఓ െ ߲ఙ݃ఓఔ െ ఓܶఔఙ ൅ ఔܶఙఓ െ ఙܶఓఔ൯ 
Γ   ఓఔఒ ൌ
1
2
݃ఒఙ∆ఙఔఓ
ఈఉఊ൫݃ఈఉ,ఊ ൅ ఈܶఉఊ൯ 
                ∆ఙఔఓ
ఈఉఊൌ ߜఙఈߜఔ
ఉߜఓ
ఊ െ ߜఔఈߜఓ
ఉߜఙ
ఊ ൅ ߜఓఈߜఙ
ఉߜఔ
ఊ – скобка Схоутэна. 
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Приложение 2 
Γ෨଴ଵ ൌ െ
1
2
ൣ݃ଵௗ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ െ ݃଴ௗ൫ ҧ݁ଵۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ െ ݃௖ௗ ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁ଵۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ߠ෨௖൧
ൌ െ
1
2
ൣ݃ଵௗ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ െ ݃଴ௗ൫ ҧ݁ଵۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ െ ݃଴ௗߠ෨଴൫ ҧ݁ଵۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ߠ෨଴
െ ݃ଵௗ ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁ଵۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ߠ෨ଵ െ ݃ଶௗ ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁ଵۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ߠ෨ଶ െ ݃ଷௗ ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁ଵۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ߠ෨ଷ൧
ൌ െ
1
2
൥݃ଵ଴ด
ଵ
൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ െ ݃଴଴ด
଴
൫ ҧ݁ଵۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ െ ݃଴଴ด
଴
ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁ଵۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ߠ෨଴
െ ݃ଵ଴ด
ଵ
ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁ଵۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ߠ෨ଵ െ ݃ଶ଴ด
଴
ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁ଵۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ߠ෨ଶ െ ݃ଷ଴ด
଴
ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁ଵۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ߠ෨ଷ൨
ൌ െ
1
2
ൣ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨଴ െ ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁ଵۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ߠ෨ଵ൧ ൌ 0 . 
Аналогично вычисляя, найдем значения для других 1-форм связности: 
Γ෨଴ଶ ൌ െ
1
2
ൣ݃ଶௗ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ െ ݃଴ௗ൫ ҧ݁ଶۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ െ ݃௖ௗ ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁ଶۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ߠ෨௖൧
ൌ െ
1
2
ൣ݃ଶௗ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ െ ݃଴ௗ൫ ҧ݁ଶۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ െ ݃଴ௗ ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁ଶۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ߠ෨଴
െ ݃ଵௗ ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁ଶۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ߠ෨ଵ െ ݃ଶௗ ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁ଶۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ߠ෨ଶ െ ݃ଷௗ ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁ଶۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ߠ෨ଷ൧
ൌ െ
1
2
൥݃ଶ଴ด
଴
൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ െ ݃଴଴ด
଴
൫ ҧ݁ଶۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ െ ݃଴଴ด
଴
ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁ଶۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ߠ෨଴
െ ݃ଵ଴ด
ଵ
ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁ଶۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ߠ෨ଵ൨ ൌ െ
1
2
ൣെ ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁ଶۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ߠ෨ଵ൧ ൌ 0 , 
Γ෨଴ଷ ൌ െ
1
2
ൣ݃ଷௗ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ െ ݃଴ௗ൫ ҧ݁ଷۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ െ ݃௖ௗ ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁ଷۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ߠ෨௖൧
ൌ െ
1
2
ൣ݃ଷௗ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ െ ݃଴ௗ൫ ҧ݁ଷۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ െ ݃଴ௗ ҧ݁଴ۂ൫ ҧ݁ଷۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ߠ෨଴
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െ ݃ଵௗ ҧ݁ଵۂ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ߠ෨ଵ െ ݃ଶௗ ҧ݁ଵۂ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ߠ෨ଶ െ ݃ଷௗ ҧ݁ଵۂ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ߠ෨ଷ൧
ൌ െ
1
2
൥݃଴଴ด
଴
൫ ҧ݁ଵۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ െ ݃ଵ଴ด
ଵ
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ൣ݃ଵௗ൫ ҧ݁ଵۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ െ ݃ଵௗ൫ ҧ݁ଵۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ െ ݃௖ௗ ҧ݁ଵۂ൫ ҧ݁ଵۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ߠ෨଴൧ . 
В последней формуле третье слагаемое зануляется, в силу (2.2.2). 
Тогда формула принимает вид: 
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ൌ െ
1
2
൥݃ଷ଴ด
଴
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ൣെ ҧ݁ଷۂ ሚ݀ߠ෨଴ െ ҧ݁ଵۂ൫ ҧ݁ଷۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ߠ෨ଵ൧ , 
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൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ െ ݃ଵ଴ด
ଵ
ҧ݁ଶۂ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ߠ෨ଵ൩
ൌ െ
1
2
ൣെ ҧ݁ଶۂ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ߠ෨ଵ൧ ൌ 0 , 
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ൣ ҧ݁ଶۂ ሚ݀ߠ෨଴ െ ҧ݁ଶۂ൫ ҧ݁ଵۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ߠ෨ଵ൧ . 
Рассматривая следующую формулу, сразу заметим, что последнее слагаемое 
равно нулю (используем (2.2.2)): 
Γ෨ଶଶ ൌ െ
1
2
ൣ݃ଶௗ൫ ҧ݁ଶۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ െ ݃ଶௗ൫ ҧ݁ଶۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ െ ݃௖ௗ ҧ݁ଶۂ൫ ҧ݁ଶۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ߠ෨௖൧
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െ ݃ଵௗ ҧ݁ଶۂ൫ ҧ݁ଷۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ߠ෨ଵ െ ݃ଶௗ ҧ݁ଶۂ൫ ҧ݁ଷۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ߠ෨ଶ െ ݃ଷௗ ҧ݁ଶۂ൫ ҧ݁ଷۂ ሚ݀ߠ෨ௗ൯ߠ෨ଷ൧ . 
Зная, что только ሚ݀ߠ෨଴ ് 0, получим: 
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ൣെ ҧ݁ଶۂ൫ ҧ݁ଷۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ߠ෨ଵ൧ ൌ 0 , 
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Третье слагаемое в следующей сумме зануляется (в силу (2.2.2)): 
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Итак, мы получили следующие ненулевые связности: 
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Γ෨ଵଶ ൌ െ
1
2
ൣെ ҧ݁ଶۂ ሚ݀ߠ෨଴ െ ҧ݁ଵۂ൫ ҧ݁ଶۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ߠ෨ଵ൧ , 
Γ෨ଵଷ ൌ െ
1
2
ൣെ ҧ݁ଷۂ ሚ݀ߠ෨଴ െ ҧ݁ଵۂ൫ ҧ݁ଷۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ߠ෨ଵ൧ , 
Γ෨ଶଵ ൌ െ
1
2
ൣ ҧ݁ଶۂ ሚ݀ߠ෨଴ െ ҧ݁ଶۂ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ߠ෨ଵ൧ , 
Γ෨ଷଵ ൌ െ
1
2
ൣ ҧ݁ଷۂ ሚ݀ߠ෨଴ െ ҧ݁ଷۂ൫ ҧ݁ଵۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ߠ෨ଵ൧ . 
Все остальные связности при вычислениях занулятся. 
Используя формулы (2.2.2), найдем значения этих связностей: 
Γ෨ଵଶ ൌ െ
1
2
ൣെ ҧ݁ଶۂ ሚ݀ߠ෨଴ െ ҧ݁ଵۂ൫ ҧ݁ଶۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ߠ෨ଵ൧
ൌ
1
2
ቂ ҧ݁ଶۂ൫െܪ௫ߠ෨ଵ ר ߠ෨ଶ െ ܪ௬ߠ෨ଵ ר ߠ෨ଷ൯
൅ ҧ݁ଵۂ ቀ ҧ݁ଶۂ൫െܪ௫ߠ෨ଵ ר ߠ෨ଶ െ ܪ௬ߠ෨ଵ ר ߠ෨ଷ൯ቁ ߠ෨ଵቃ
ൌ
1
2
ቂെܪ௫2ߜଶ
ሾଵߠ෨ଶሿ െ ܪ௬2ߜଶ
ሾଵߠ෨ଷሿ ൅ ҧ݁ଵۂ ቀܪ௫2ߜଶ
ሾଵߠ෨ଶሿ െ ܪ௬2ߜଶ
ሾଵߠ෨ଷሿቁ ߠ෨ଵቃ
ൌ
1
2
൤െܪ௫2
1
2
൫ߜଶଵߠ෨ଶ െ ߜଶଶߠ෨ଵ൯ െ ܪ௬2
1
2
൫ߜଶଵߠ෨ଷ െ ߜଶଷߠ෨ଵ൯
൅ ҧ݁ଵۂ൫ܪ௫ߠ෨ଵ൯ߠ෨ଵ൨ ൌ
1
2
ൣܪ௫ߠ෨ଵ ൅ ܪ௫ ҧ݁ଵۂߠ෨ଵߠ෨ଵ൧ ൌ ܪ௫ߠ෨ଵ . 
Аналогично вычислим следующие связности: 
Γ෨ଵଷ ൌ െ
1
2
ൣെ ҧ݁ଷۂ ሚ݀ߠ෨଴ െ ҧ݁ଵۂ൫ ҧ݁ଷۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ߠ෨ଵ൧
ൌ െ
1
2
ቂെ ҧ݁ଷۂ൫െܪ௫ߠ෨ଵٿߠ෨ଶ െ ܪ௬ߠ෨ଵٿߠ෨ଷ൯
െ ҧ݁ଵۂ ቀ ҧ݁ଷۂ൫െܪ௫ߠ෨ଵٿߠ෨ଶ െ ܪ௬ߠ෨ଵٿߠ෨ଷ൯ቁ ߠ෨ଵቃ
ൌ െ
1
2
ቂെܪ௫2ߜଷ
ሾଵߠ෨ଶሿ െ ܪ௬2ߜଷ
ሾଵߠ෨ଷሿ
െ ҧ݁ଵۂ ቀെܪ௫2ߜଷ
ሾଵߠ෨ଶሿ െ ܪ௬2ߜଷ
ሾଵߠ෨ଷሿቁ ߠ෨ଵቃ ൌ ܪ௬ߠ෨ଵ , 
Γ෨ଶଵ ൌ െ
1
2
ൣ ҧ݁ଶۂ ሚ݀ߠ෨଴ െ ҧ݁ଶۂ൫ ҧ݁଴ۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ߠ෨ଵ൧
ൌ െ
1
2
ቂ ҧ݁ଶۂ൫െܪ௫ߠ෨ଵ ר ߠ෨ଶ െ ܪ௬ߠ෨ଵ ר ߠ෨ଷ൯
െ ҧ݁ଶۂ ቀ ҧ݁଴ۂ൫െܪ௫ߠ෨ଵ ר ߠ෨ଶ െ ܪ௬ߠ෨ଵ ר ߠ෨ଷ൯ቁ ߠ෨ଵቃ ൌ െ
1
2
ൣܪ௫ߠ෨ଵ ൅ ܪ௫ߠ෨ଵ൧
ൌ െܪ௫ߠ෨ଵ . 
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Γ෨ଷଵ ൌ െ
1
2
ൣ ҧ݁ଷۂ ሚ݀ߠ෨଴ െ ҧ݁ଷۂ൫ ҧ݁ଵۂ ሚ݀ߠ෨଴൯ߠ෨ଵ൧
ൌ െ
1
2
ቂ ҧ݁ଵۂ൫െܪ௫ߠ෨ଵ ר ߠ෨ଶ െ ܪ௬ߠ෨ଵ ר ߠ෨ଷ൯
െ ҧ݁ଷۂ ቀ ҧ݁ଵۂ൫െܪ௫ߠ෨ଵ ר ߠ෨ଶ െ ܪ௬ߠ෨ଵ ר ߠ෨ଷ൯ቁ ߠ෨ଵቃ ൌ െܪ௬ߠ෨ଵ . 
Следовательно: 
Γ෨ଵଶ ൌ ܪ௫ߠ෨ଵ ,   Γ෨ଶଵ ൌ െܪ௫ߠ෨ଵ , 
Γ෨ଵଷ ൌ ܪ௬ߠ෨ଵ,    Γ෨ଷଵ ൌ െܪ௬ߠ෨ଵ  .                                (2.2.4) 
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Приложение 3 
Согласно (2.2.6): 
෨࣬    ଴
଴ ൌ ሚ݀ Γ෨   ଴
଴ด
଴
൅ Γ෨   ଴
଴ ٿΓ෨   ଴
଴ᇣᇧᇤᇧᇥ
଴
൅ Γ෨   ଵ
଴ด
଴
ٿΓ෨   ଴ଵ ൅ Γ෨   ଶ
଴ ٿ Γ෨   ଴ଶด
଴
൅ Γ෨   ଷ
଴ ٿ Γ෨   ଴ଷด
଴
ൌ 0  , 
෨࣬    ଵ
଴ ൌ ሚ݀ Γ෨   ଵ
଴ด
଴
൅ Γ෨   ଴
଴ด
଴
ٿ Γ෨   ଵ
଴ด
଴
൅ Γ෨   ଵ
଴ด
଴
ٿ Γ෨   ଵଵด
଴
൅ Γ෨   ଶ
଴ ٿΓ෨   ଵଶ ൅ Γ෨   ଷ
଴ ٿΓ෨   ଵଷ ൌ
ൌ Γ෨   ଶ
଴ ٿΓ෨   ଵଶ ൅ Γ෨   ଷ
଴ ٿΓ෨   ଵଷ   , 
෨࣬    ଶ
଴ ൌ ሚ݀Γ෨   ଶ
଴ ൅ Γ෨   ଴
଴ด
଴
ٿΓ෨   ଶ
଴ ൅ Γ෨   ଵ
଴ด
଴
ٿ Γ෨   ଶଵด
଴
൅ Γ෨   ଶ
଴ ٿ Γ෨   ଶଶด
଴
൅ Γ෨   ଷ
଴ ٿ Γ෨   ଶଷด
଴
ൌ ሚ݀Γ෨   ଶ
଴   , 
෨࣬    ଷ
଴ ൌ ሚ݀Γ෨   ଷ
଴ ൅ Γ෨   ଴
଴ด
଴
ٿΓ෨   ଷ
଴ ൅ Γ෨   ଵ
଴ด
଴
ٿ Γ෨   ଷଵด
଴
൅ Γ෨   ଶ
଴ ٿ Γ෨   ଷଶด
଴
൅ Γ෨   ଷ
଴ ٿ Γ෨   ଷଷด
଴
ൌ ሚ݀Γ෨   ଷ
଴   , 
෨࣬    ଴ଵ ൌ ሚ݀ Γ෨   ଴ଵด
଴
൅ Γ෨   ଴ଵด
଴
ٿ Γ෨   ଴
଴ด
଴
൅ Γ෨   ଵଵด
଴
ٿ Γ෨   ଴ଵด
଴
൅ Γ෨   ଶଵด
଴
ٿ Γ෨   ଴ଶด
଴
൅ Γ෨   ଷଵด
଴
ٿ Γ෨   ଴ଷด
଴
ൌ 0  , 
෨࣬    ଵଵ ൌ ሚ݀ Γ෨   ଵଵด
଴
൅ Γ෨   ଴ଵด
଴
ٿ Γ෨   ଵ
଴ด
଴
൅ Γ෨   ଵଵ ٿΓ෨   ଵଵᇣᇧᇤᇧᇥ
଴
൅ Γ෨   ଶଵด
଴
ٿΓ෨   ଵଶ ൅ Γ෨   ଷଵด
଴
ٿΓ෨   ଵଷ ൌ 0  , 
෨࣬    ଶଵ ൌ ሚ݀ Γ෨   ଶଵด
଴
൅ Γ෨   ଴ଵด
଴
ٿΓ෨   ଶ
଴ ൅ Γ෨   ଵଵด
଴
ٿ Γ෨   ଶଵด
଴
൅ Γ෨   ଶଵด
଴
ٿ Γ෨   ଶଶด
଴
൅ Γ෨   ଷଵด
଴
ٿ Γ෨   ଶଷด
଴
ൌ 0  , 
෨࣬    ଷଵ ൌ ሚ݀ Γ෨   ଷଵด
଴
൅ Γ෨   ଴ଵด
଴
ٿΓ෨   ଷ
଴ ൅ Γ෨   ଵଵด
଴
ٿ Γ෨   ଷଵด
଴
൅ Γ෨   ଶଵด
଴
ٿ Γ෨   ଷଶด
଴
൅ Γ෨   ଷଵด
଴
ٿ Γ෨   ଷଷด
଴
ൌ 0  , 
෨࣬    ଴ଶ ൌ ሚ݀ Γ෨   ଴ଶด
଴
൅ Γ෨   ଴ଶ ٿ Γ෨   ଴
଴ด
଴
൅ Γ෨   ଵଶ ٿ Γ෨   ଴ଵด
଴
൅ Γ෨   ଶଶด
଴
ٿΓ෨   ଴ଶ ൅ Γ෨   ଷଶด
଴
ٿΓ෨   ଴ଷ ൌ 0  , 
෨࣬    ଵଶ ൌ ሚ݀Γ෨   ଵଶ ൅ Γ෨   ଴ଶ ٿ Γ෨   ଵ
଴ด
଴
൅ Γ෨   ଵଶ ٿ Γ෨   ଵଵด
଴
൅ Γ෨   ଶଶด
଴
ٿΓ෨   ଵଶ ൅ Γ෨   ଷଶด
଴
ٿ Γ෨   ଵଷด
଴
ൌ ሚ݀Γ෨   ଵଶ   , 
෨࣬    ଶଶ ൌ ሚ݀ Γ෨   ଶଶด
଴
൅ Γ෨   ଴ଶด
଴
ٿΓ෨   ଶ
଴ ൅ Γ෨   ଵଶ ٿ Γ෨   ଶଵด
଴
൅ Γ෨   ଶଶ ٿΓ෨   ଶଶᇣᇧᇤᇧᇥ
଴
൅ Γ෨   ଷଶด
଴
ٿ Γ෨   ଶଷด
଴
ൌ 0  , 
෨࣬    ଷଶ ൌ ሚ݀ Γ෨   ଷଶด
଴
൅ Γ෨   ଴ଶด
଴
ٿΓ෨   ଷ
଴ ൅ Γ෨   ଵଶ ٿ Γ෨   ଷଵด
଴
൅ Γ෨   ଶଶด
଴
ٿ Γ෨   ଷଶด
଴
൅ Γ෨   ଷଶด
଴
ٿ Γ෨   ଷଷด
଴
ൌ 0  , 
෨࣬    ଴ଷ ൌ ሚ݀ Γ෨   ଴ଷด
଴
൅ Γ෨   ଴ଷด
଴
ٿ Γ෨   ଴
଴ด
଴
൅ Γ෨   ଵଷ ٿ Γ෨   ଴ଵด
଴
൅ Γ෨   ଶଷด
଴
ٿ Γ෨   ଴ଶด
଴
൅ Γ෨   ଷଷด
଴
ٿ Γ෨   ଴ଷด
଴
ൌ 0  , 
෨࣬    ଵଷ ൌ ሚ݀Γ෨   ଵଷ ൅ Γ෨   ଴ଷด
଴
ٿ Γ෨   ଵ
଴ด
଴
൅ Γ෨   ଵଷ ٿ Γ෨   ଵଵด
଴
൅ Γ෨   ଶଷด
଴
ٿΓ෨   ଵଶ ൅ Γ෨   ଶଷด
଴
ٿΓ෨   ଵଷ ൌ ሚ݀Γ෨   ଵଷ   , 
෨࣬    ଶଷ ൌ ሚ݀ Γ෨   ଶଷด
଴
൅ Γ෨   ଴ଷด
଴
ٿΓ෨   ଶ
଴ ൅ Γ෨   ଵଷ ٿ Γ෨   ଶଵด
଴
൅ Γ෨   ଶଷด
଴
ٿ Γ෨   ଶଶด
଴
൅ Γ෨   ଷଷด
଴
ٿ Γ෨   ଶଷด
଴
ൌ 0  , 
෨࣬    ଷଷ ൌ ሚ݀ Γ෨   ଷଷด
଴
൅ Γ෨   ଴ଷด
଴
ٿΓ෨   ଷ
଴ ൅ Γ෨   ଵଷ ٿ Γ෨   ଷଵด
଴
൅ Γ෨   ଶଷด
଴
ٿ Γ෨   ଷଶด
଴
൅ Γ෨   ଷଷ ٿΓ෨   ଷଷᇣᇧᇤᇧᇥ
଴
ൌ 0  , 
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Подставим (2.2.6) в полученные выражения для 2-формы кривизны: 
෨࣬    ଵ
଴ ൌ Γ෨   ଶ
଴ ٿΓ෨   ଵଶ ൅ Γ෨   ଷ
଴ ٿΓ෨   ଵଷ ൌ ܪ௫ ሚ݀ݑٿܪ௫ ሚ݀ݑ ൅ ܪ௬ ሚ݀ݑٿܪ௬ ሚ݀ݑ ൌ ܪ௫
ଶ ሚ݀ݑٿ ሚ݀ݑ ൅
ܪ௬
ଶ ሚ݀ݑٿ ሚ݀ݑ ൌ 0  ,  
слагаемые равны нулю по свойству оператора внешнего дифференцирования. 
෨࣬    ଶ
଴ ൌ ሚ݀Γ෨   ଶ
଴ ൌ ሚ݀൫ܪ௫ ሚ݀ݑ൯ ൌ ߲ఈܪ௫ߠ෨ఈٿ ሚ݀ݑ
ൌ ߲଴ܪ௫ߠ෨଴ٿߠ෨ଵ ൅ ߲ଵܪ௫ߠ෨ଵٿߠ෨ଵ ൅ ߲ଶܪ௫ߠ෨ଶٿߠ෨ଵ ൅ ߲ଷܪ௫ߠ෨ଷٿߠ෨ଵ
ൌ ܪ௫௫ߠ෨ଶٿߠ෨ଵ ൅ ܪ௫௬ߠ෨ଷٿߠ෨ଵ  , 
෨࣬    ଷ
଴ ൌ ሚ݀Γ෨   ଷ
଴ ൌ ሚ݀൫ܪ௬ ሚ݀ݑ൯ ൌ ߲ఈܪ௬ߠ෨ఈٿ ሚ݀ݑ ൌ ܪ௬௬ߠ෨ଷٿߠ෨ଵ ൅ ܪ௬௫ߠ෨ଶٿߠ෨ଵ  , 
෨࣬    ଵଶ ൌ ሚ݀Γ෨   ଵଶ ൌ ሚ݀൫ܪ௫ ሚ݀ݑ൯ ൌ ܪ௫௫ߠ෨ଶٿߠ෨ଵ ൅ ܪ௫௬ߠ෨ଷٿߠ෨ଵ  , 
෨࣬    ଵଷ ൌ ሚ݀Γ෨   ଵଷ ൌ ሚ݀൫ܪ௬ ሚ݀ݑ൯ ൌ ܪ௬௬ߠ෨ଷٿߠ෨ଵ ൅ ܪ௬௫ߠ෨ଶٿߠ෨ଵ  , 
где ܪ௫௫, ܪ௬௬, ܪ௬௫, ܪ௫௬ - соответствующие вторые производные. 
Таким образом, получили следующие отличные от нуля выражения для 2-
формы кривизны: 
෨࣬    ଶ
଴ ൌ ܪ௫௫ߠ෨ଶٿߠ෨ଵ ൅ ܪ௫௬ߠ෨ଷٿߠ෨ଵ 
෨࣬    ଷ
଴ ൌ ܪ௬௬ߠ෨ଷٿߠ෨ଵ ൅ ܪ௬௫ߠ෨ଶٿߠ෨ଵ 
෨࣬    ଵଶ ൌ ܪ௫௫ߠ෨ଶٿߠ෨ଵ ൅ ܪ௫௬ߠ෨ଷٿߠ෨ଵ 
෨࣬    ଵଷ ൌ ܪ௬௬ߠ෨ଷٿߠ෨ଵ ൅ ܪ௬௫ߠ෨ଶٿߠ෨ଵ 
(2.3.1) 
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Приложение 4. 
Так как при ܿ ് ݀ символ Кронекера ߜ ௖ௗ ൌ 0, то для упрощения записи 
нулевые элементы выписывать не будем. 
ܴ଴ଵ ൌ ܴ   ଴ௗଵ
௖ ߜ௖ௗ ൌ ܴ   ଴଴ଵ
଴ᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଴ଵଵଵᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଴ଶଵଶᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଴ଷଵଷᇣᇤᇥ
଴
ൌ 0  , 
ܴ଴ଶ ൌ ܴ   ଴ௗଶ
௖ ߜ௖ௗ ൌ ܴ   ଴଴ଶ
଴ᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଴ଵଶଵᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଴ଶଶଶᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଴ଷଶଷᇣᇤᇥ
଴
ൌ 0  , 
ܴ଴ଷ ൌ ܴ   ଴ௗଷ
௖ ߜ௖ௗ ൌ ܴ   ଴଴ଷ
଴ᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଴ଵଷଵᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଴ଶଷଶᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଴ଷଷଷᇣᇤᇥ
଴
ൌ 0  , 
ܴଵ଴=ܴ   ଵௗ଴௖ ߜ௖ௗ ൌ ܴ   ଵ଴଴଴ᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଵଵ଴ଵᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଵଶ଴ଶᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଵଷ଴ଷᇣᇤᇥ
଴
ൌ 0  , 
ܴଵଵ ൌ ܴ   ଵௗଵ
௖ ߜ௖ௗ ൌ ܴ   ଵ଴ଵ
଴ᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଵଵଵଵᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଵଶଵଶ ൅ ܴ   ଵଷଵଷ ൌ ܪ௫௫ ൅ ܪ௬௬  , 
ܴଵଶ ൌ ܴ   ଵௗଶ
с ߜ௖ௗ ൌ ܴ   ଵ଴ଶ
଴ᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଵଵଶଵᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଵଶଶଶᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଵଷଶଷᇣᇤᇥ
଴
ൌ 0  , 
ܴଵଷ ൌ ܴ   ଶௗ଴
௖ ߜ௖ௗ ൌ ܴ   ଶ଴ଵ
଴ᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଶଵଵଵᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଶଶଵଶᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଶଷଵଷᇣᇤᇥ
଴
ൌ 0  , 
ܴଶ଴ ൌ ܴ   ଶௗ଴
௖ ߜ௖ௗ ൌ ܴ   ଶ଴଴
଴ᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଶଵ଴ଵᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଶଶ଴ଶᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଶଷ଴ଷᇣᇤᇥ
଴
ൌ 0  , 
ܴଶଵ ൌ ܴ   ଶௗଵ
௖ ߜ௖ௗ ൌ ܴ   ଶ଴ଵ
଴ᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଶଵଵଵᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଶଶଵଶᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଶଷଵଷᇣᇤᇥ
଴
ൌ 0  , 
ܴଶଶ ൌ ܴ   ଶௗଶ
௖ ߜ௖ௗ ൌ ܴ   ଶ଴ଶ
଴ᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଶଵଶଵᇣᇤᇥ
଴
൅ ܴ   ଶଶଶଶᇣᇤᇥ
଴
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